
۸۱۰۱۰۴۲۱۴
كامپيوتري سيستم هاي كارايي ارزيابي

اول گروه

باشند. يكسان تولد داراي نفر) ۲) زوج يك لااقل آنكه احتمال هستند، اتاق يك در نفر K تولد: روز مسئله
.۱۲ مجموع يا ۱۱ مجموع است، تر محتمل كدام بريزيم، هم با را تاس ۲ اگر نيتز: لايب اشتباه

است: تر محتمل كداميك پيپس: - نيوتن مسئله
دهد. رخ ۶ يك لااقل و مي ريزيم را تاس ۶ الف)

دهد. رخ ۶ تا ۲ لااقل و مي ريزيم را تاس ۱۲ ب)

دهد. رخ ۶ تا ۳ لااقل و مي ريزيم را تاس ۱۸ پ)

باشد، ۴ ،۳ ،۲ ،۱ شماره هاي به كارت ۴ حاوي كه جعبه يك از تصادفي طور به كه باشند اعدادي Y و X كنيد فرض
مي شوند. انتخاب

دهيد): (نمايش كنيد بيان را Y و X توأم توزيع جدول

جايگذاري با نمونه گيري براي الف)

جايگذاري بدون نمونه گيري براي ب)

كنيد. حساب را P (X ≤ Y ) حالت دو هر در ج)

است الاحتمال متساوي i, j زوج هر الف)

P (X = i, Y = j) =
1

4
× 1

4
=

1

16
for i, j ∈ {1, 2, 3, 4}

P (X ≤ Y ) =
1

16
(1 + 2 + 3 + 4) =

10
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ب)

P (X = i, Y = i) = 0 i ∈ {1, 2, 3, 4}

P (X = i, Y = j) =
1

4
× 1

3
=

1

12
for i ̸= j ∈ {1, 2, 3, 4}
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ج)

P (X ≤ Y ) = P (X < Y ) =
1

2

P (X < Y ) = P (X > Y )

P (X = Y ) = 0

P (X < Y ) + P (X > Y ) + P (X = Y ) = 1

مي ريزيم. را تاس ۲ وقتي است تاس عدد بيانگر X2 و X1

اول تاس عدد = X1

دوم تاس عدد = X2

Y1 = max{X1, X2}

Y2 = min{X1, X2}

(X1, X2) =? براي توأم توزيع
(Y1, Y2) =? براي توأم توزيع
هستند: مستقل X1, X2 چون

for any pair (i, j), 1 ≤ i, j ≤ 6

P (X1 = i,X2 = j) = P (X1 = i)P (X2 = j) =
1

6
× 1

6
=

1

36
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پس: باشد. X1, X2 بيشينه از بزرگتر نمي تواند X1, X2 كمينه مي دانيم

P ( Y1︸︷︷︸
max

= i, Y2︸︷︷︸
min

= j) = 0 for j > i

P (Y1 = i, Y2 = i) =
1

36

P (Y1 = i, Y2 = j) =
2

36
for i > j

است)، max = 2 و min = 1 حالت دو هر در (كه مي دهد رخ حالت دو در E = {(1, 2), (2, 1)} پيشامد چون
قطر زير ارقام بقيه براي ترتيب همين به .( 1

36
+ 1

36
= 2

36
) است حالت دو اين احتمالات مجموع با برابر آن احتمال

است. برقرار قاعده اين اصلي

6 5 4 3 2 1 Y1 \ Y2

0 0 0 0 0 1
36

1

0 0 0 0 1
36

2
36

2

0 0 0 1
36

2
36

2
36

3

0 0 1
36

2
36

2
36

2
36

4

0 1
36

2
36

2
36

2
36

2
36

5

1
36

2
36

2
36

2
36

2
36

2
36

6

است). و... دل تا ۱۳ پيك، تا ۱۳ كارت، ۵۲ (از مي داريم بر تصادف به كارت ۷ كارت، بسته يك از كنيد فرض
آوريد. بدست را X اميد مي كند. بيان را كارت ۷ در پيك تعداد كه تصادفي متغير = X

Hypergeometric توزيع :۱ حل
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Aj = باشد) پيك jام (كارت پيشامد بيانگر نشانگر متغير = Ij كنيد فرض نشانگر: متغير كمك به :۲ حل

P (Aj) =
13

52

پيك غير كارت ۳۹ = Ac
1

داريم: كل احتمال قانون طبق

P (A2) = P (A2|A1)P (A1) + P (A2|Ac
1)P (Ac

1)

داشت: خواهيم مقادير جايگذاري با

P (A2) =

(
12

51
× 13

52

)
+

(
13

51
× 39

52

)
نشانگر: متغيرهاي مجموع با است برابر پيك ها تعداد

X =
7∑

j=1

Ij

طرفين: از رياضي اميد گرفتن با

⇒ E[X] = E

[
7∑

j=1

Ij

]
=

7∑
j=1

E[Ij] =
7∑

j=1

P (Ij) =
7∑

j=1

13

52
=

7

4

حل: نكات

است. اميد بودن خطي ويژگي دليل به ∑E[Ij] به E [
∑

Ij] تبديل -

است. نشانگر متغير خاصيت دليل به P (Ij) به E[Ij] تبديل -
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حساب مي شوند. پياده ۱۰ تا ۱ طبقات در تصادف به يك هر مي شوند. آسانسور سوار نفر ۱۲ طبقه: ۱۰ ساختمان
مي شود؟ متوقف بار چند آسانسور ميانگين، در كنيد

شود). پياده طبقه آن در نفر يك لااقل يعني طبقه در (توقف مي دهد نشان را توقف ها تعداد كه تصادفي متغير = X

نيست). ساده توزيع تابع محاسبه (يعني نيست ساده x = 1, 2, . . . , 10 براي P (X = x) محاسبه
متغير از و توزيع) تابع به نياز (بدون مي بريم كار به ترفندي اينجا ولي داريم، نياز توزيع تابع به اميد محاسبه براي

مي كنيم. استفاده نشانگر
شود. پياده j طبقه در نفر ۱ لااقل اگر Ij = 1

X =
10∑
j=1

Ij

P [Ij = 1] = 1− نشود) پياده j طبقه در كسي آنكه (احتمال
(

9
10

)12
= شوند پياده j از غير طبقه اي در نفر ۱۲ از كدام هر = نشود پياده j طبقه در كسي آنكه احتمال -

بنابراين: -

P [Ij = 1] = 1−
(

9

10

)12

E[X] = E

[
10∑
j=1

Ij

]
=

10∑
j=1

E[Ij] =
10∑
j=1

P [Ij] =
10∑
j=1

(
1−

(
9

10

)12
)

حل: نكات

است. اميد بودن خطي ويژگي دليل به ∑E[Ij] به E [
∑

Ij] تبديل -

است. نشانگر متغير خاصيت دليل به P [Ij] به E[Ij] تبديل -

پترزبورگ سن پارادوكس .۳
مي پرتاب دوباره بيايد، خط اگر گيريم. مي دلار 1 بيايد، شير اول پرتاب در اگر اندازيم. مي را سكه يك بازي، آغاز در

است. دلار 2k−1 برابر جايزه مقدار شود، ظاهر kام پرتاب در شير اولين اگر كنيم.
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است: زير صورت به جايزه تصادفي متغير مقادير

X = 1, 2, . . .

ها: پرتاب محور روي ها جايزه نمايش

1

1$

2

2$

k

2k−1$

· · ·

با: است برابر جايزه رياضي اميد كنيم. پرداخت بايد پول مقدار چه بازي اين انجام براي كه است اين سؤال

E[X] =
∞∑
k=1

2k−1P( پرتاب در شير (kاولين

=
∞∑
k=1

2k−1

(
1

2

)k

=
∞∑
k=1

1

2

=∞.

مي نظر در سقف يك بازي براي حالت، اين در دارد. پول دلار 2n حداكثر (كازينو) مقابل طرف كنيد فرض اكنون
خط پرتاب n هر در اگر و است؛ دلار 2k−1 همان جايزه شود، ظاهر n تا 1 هاي پرتاب از يكي در شير اولين اگر گيريم:

شود. مي پرداخت دلار 2n بيايد،
صورت: اين در

E[X] =
n∑

k=1

2k−1P( پرتاب در شير (kاولين + 2nP( هر بيايدnدر خط پرتاب )

=
n∑

k=1

1

2
+ 1

=
n+ 2

2
.
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با: است برابر كرد پرداخت توان مي بازي اين انجام براي كه پولي متوسط حداكثر باشد، n = 10 اگر مثلاً

E[X] =
n+ 2

2
= 6 .دلار

منشي استخدام ي مسئله .۱
كنيد؛ مي مصاحبه او با .( كل فرستدnدر مي نفر ) فرستد مي كانديدا يك روز هر كاريابي آژانس منشي: استخدام
خواهيم. مي را نيرو بهترين شود. مي اخراج قبلي فرد صورت، اين در كه كنيد مي استخدام يا و كنيد مي رد را او يا

Ci = مصاحبه ي ,هزينه Ch = استخدام ي هزينه قبلي) (اخراج .
Ch ≫ Ci.

تخته: روي شده نوشته الگوريتم
Hire_Assistant(n)

Best <- 0

for i <- 1 to n:

if candid(i) is better than candid(Best)

Best <- i

hire candid i

كنيم؟ مي تصادفي را نفر n چگونه

است: شده نوشته زير صورت به كل ي هزينه باشد، استخدام دفعات تعداد m اگر

total cost = O(nCi +mCh) , m = استخدام دفعات .تعداد

nCi + Ch هزينه بهترين
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nCi + nCh هزينه بدترين

هزينه؟ ميانگين

دهند. مي الگوريتم به ورودي عنوان به سپس و كنند مي تصادفي ابتدا را ها ورودي تصادفي، الگوريتم در

استخدام ي مسئله تصادفي حل .۲
شود. مي ارسال تصادفي صورت به ورودي كنيد فرض جواب:

است؟ چقدر استخدام تعداد ميانگين سؤال:
كنيم: مي تعريف شده استخدام كانديداهاي تعداد برابر را X تصادفي متغير

X = # of candidates hired.

گيريم: مي نظر در را زير شاخص متغير iام، كانديداي هر براي

Xi = I{candidate i is hired}.

نتيجه: در

X = X1 + · · ·+Xn, E[X] =?

داريم: شاخص متغير خاصيت و رياضي اميد بودن خطي از استفاده با
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E[X] = E

[
n∑

i=1

Xi

]

=
n∑

i=1

E[Xi]

=
n∑

i=1

P(Xi = 1)

=
n∑

i=1

1

i

= ln(n) +O(1)

= O(lnn).

بهترين اول، كانديداي i ميان از كه شود مي استخدام زماني تنها iام كانديداي كه است اين E[Xi] =
1
i

ي رابطه دليل
بنابراين: گيرد؛ مي قرار جايگاه i از يك هر در برابر احتمال با فرد بهترين است، تصادفي ورود ترتيب چون باشد. فرد

E[Xi] = P(Xi = 1) =
1

i
.

شود: مي استخدام حتماً اول كانديداي ،i = 1 براي

P(X1 = 1) = 1 =
1

1
.

دارد: وجود ممكن ترتيب دو ،i = 2 براي

(1, 2), (2, 1),

پس: است؛ اول كانديداي دو ميان فرد بهترين دوم كانديداي ها آن از يكي در فقط و

P(X2 = 1) =
1

2
.

از: اند عبارت ممكن ترتيب شش ،i = 3 براي
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(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

بنابراين: است. اول كانديداي سه ميان فرد بهترين سوم كانديداي ،(2, 1, 3) و (1, 2, 3) ترتيب دو در

P(X3 = 1) =
2

6
=

1

3
=

1

i
.

است. 1
i

برابر iام كانديداي استخدام احتمال و است برقرار نيز نفر i براي استدلال همين

چندمتغيره نرمال توزيع ۱
مي گيريم: نظر در دومتغيره نرمال را X,Y تصادفي متغير دو مشترك توزيع باشد. θ⃗ = (µ, σ2) پارامتر بردار كنيد فرض

f(x, y) ∼ N(µ⃗, Σ),

همچنين: است. كوواريانس ماتريس Σ و ميانگين بردار µ⃗ آن در كه

Σ−1 = precision(دقت (ماتريس .

شرطي توزيع
:(Y به (وابسته متفاوت كوواريانس و ميانگين با اما است، نرمال نيز Y شرط به X شرطي توزيع

f(x | y) ∼ N(θجديد).

(Marginal) حاشيه اي توزيع
مي آيد: دست به ديگر متغير روي انتگرال گيري با متغيرها از يك هر حاشيه ي توزيع

f(x) ∼ N(θ) =

∫
y

f(x, y) dy,

f(y) ∼ N(θ) =

∫
x

f(x, y) dx.
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(Martin Gardner) فرزند دو مسئله ي ۲
هم احتمال و مستقل فرزندان (جنسيت است پسر يا دختر يكسان احتمال با و مستقل فرزند هر دارد. فرزند دو خانواده اي

كنيم: مقايسه هم با را زير شرطي احتمال دو مي خواهيم مي شود). فرض

است؛ دختر بزرگ تر فرزند بدانيم اينكه شرط به باشند، دختر فرزند دو هر اينكه احتمال �

است. دختر فرزندان از يكي حداقل بدانيم اينكه شرط به باشند، دختر فرزند دو هر اينكه احتمال �

رخ 1
4

يكسان احتمال با حالت هر و است زير به صورت كوچك تر) فرزند بزرگ تر، فرزند ترتيب فرض (با نمونه فضاي
مي دهد:

Ω = {GG, GB, BG, BB}

است. كوچك تر فرزند جنسيت دوم حرف و بزرگ تر فرزند جنسيت اول حرف آن در كه

است بزرگ تر فرزند كردن مشخص شرط، اول: حالت

P (both girls | elder is a girl) = P (both girls, elder is a girl)
P (elder is a girl) =

1/4

1/2
=

1

2

فرزند) كدام كردن مشخص (بدون است دختر يك حداقل وجود شرط، دوم: حالت

P (both girls | at least one girl) = P (both girls, at least one girl)
P (at least one girl) =

1/4

3/4
=

1

3

شرط بودن» «مشخص اثر و شرطي احتمال تقارن عدم ۳
كلي به طور يعني نيست، برقرار شرطي احتمال براي تقارن خاصيت كه است اين مهم نكته ي

P (A | B) ̸= P (B | A),

نمي گذارد. اثر رويداد دو روي شكل يك به لزوماً شرطي اطلاعِ يعني اين و
داريم: كوچك تر)، و بزرگ تر فرزند (بين مسئله خودِ تقارنِ به توجه با

P (both girls | younger is a girl) = P (both girls | elder is a girl) = 1

2
,
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ديديم: كه همان طور اما

P (both girls | elder is a girl)
?

̸= P (both girls | at least one girl)
(
1

2
̸= 1

3

)
.

دارند؟ فرق هم با دو اين چرا

بزرگ تر) (فرزند مشخص فرزندِ يك است» دختر بزرگ تر «فرزند شرط :(Specific/مشخص (شرط ۱ مورد �
مي كند. تعيين را

اشاره خاصي فرزند هيچ به دختر» يك «حداقل شرط :(Non-specific/غيرمشخص (شرط ۲ مورد �
مورد به نسبت كمتري اطلاعات بنابراين ،(BG و GB) مي دهد پوشش هم زمان را حالت چند و نمي كند

مي گذارد. اختيار در اول

نزديك تر 1
2

به حاصل شرطي احتمال باشد، (specific تر) مشخص تر شرط در موجود اطلاعات هرچه كلي: قاعده ي
رسيديم). 1

3
به مثال اين (در مي شود دورتر 1

2
از باشد، غيرمشخص تر اطلاعات هرچه و مي شود؛

سكه) دو (مثال بيز قاعده ي با باور به روزرساني مثال: ۴
سكه دو اين از يكي .(P (H) = 3

4
) است ناسالم كه B سكه ي و (P (H) = 1

2
) است سالم كه A سكه ي داريم: سكه دو

مي شود. مشاهده HHH نتيجه ي و مي شود پرتاب بار ۳ و انتخاب تصادفي به طور
است: درصد ۵۰ و برابر شده، انتخاب سكه كدام اينكه درباره ي (belief/پيشين) ما اوليه ي باور

P (A) = P (B) = 0.5.

به روزرساني چگونه باشد (A) سالم انتخاب شده سكه ي اينكه به نسبت ما باور ،D = HHH داده ي مشاهده ي با سؤال:
مي شود؟ (update)

بيز: قاعده ي با

P (A | D) =
P (D | A)P (A)

P (D)
=

P (D | A)P (A)

P (D | A)P (A) + P (D | B)P (B)
.

مقادير: جاي گذاري با
P (A | D) =

(
1
2

)3 × 1
2(

1
2

)3 × 1
2
+
(
3
4

)3 × 1
2

≈ 0.23.

سازگارتر ناسالم سكه ي با (كه HHH مشاهده ي از پس و بود 0.5 برابر (پيشين) داده مشاهده ي از پيش ما باور يعني
يافت. كاهش 0.23 حدود به است)
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انتخاب سكه كدام اينكه به توجه بدون ،HHH مشاهده ي كلِ احتمال (يعني P (D) عملاً محاسبه، اين در نكته:
توزيع چنين محاسبه ي كلي، حالت در شد. محاسبه (B و A) فرضيه دو هر روي وزن دارِ مجموعِ به صورت نيز شده)

مي آيد. به دست خاص ساده ي مثال هاي در تنها آن براي (closed form) بسته فرم و است سختي كار حاشيه اي اي

(Chain Rule) ضرب قاعده ي و odds تعريف ۵
پيشامد يك odds تعريف

مي شود: تعريف زير به صورت آن odds ،A پيشامد براي

odds(A) = P (A)

P (Ac)
.

:(«A ضرر به ۲ به ۱» معادل ،«A نفع به ۱ به ۲» ديگر عبارت به (يا odds(A) = 2 آنگاه P (A) =
2

3
اگر مثال براي

odds in favor of Event A are 2 to 1, 1 to 2 odds against A.

:odds روي از احتمال آوردن به دست يعني برعكس، رابطه ي

P (A) =
odds(A)

1 + odds(A) .

رويداد) (چند ضرب قاعده ي
نوشت: متقارن صورت دو به شرطي احتمال و غيرشرطي احتمال از استفاده با مي توان را رويداد دو اشتراك احتمال

P (A,B) = P (A ∩ B) = P (B)P (A | B) = P (A)P (B | A).

دارد.) وجود بسط براي متفاوت ترتيب 2! = 2 داريم، رويداد دو چون (نكته:
مي يابد: تعميم زير به صورت زنجيره اي) (قاعده ي رويداد n اشتراك احتمال ترتيب، همين به

P (A1, A2, . . . , An) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1, A2) · · ·P (An | A1, . . . , An−1),

مي توان هم ارز مختلفِ صورتِ 3! = 6 به رويداد، n = 3 با مثال براي نوشت. مختلف ترتيب n! به را آن مي توان كه
داد: بسط

P (A1, A2, A3) = P (A1)P (A2 | A1)P (A3 | A1, A2) = P (A2)P (A3 | A2)P (A1 | A2, A3) = · · ·
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بيزي كلي فرم و odds فرم به بيز قاعده ي ۶
odds شكل به بيز قاعده ي

نوشت: چنين را B شرط به A پيشامد odds مي توان ،(P (·) > 0) باشند مثبت احتمال با پيشامدهايي B و A اگر
P (A | B)

P (Ac | B)︸ ︷︷ ︸
posterior odds(پسين)

=
P (B | A)
P (B | Ac)︸ ︷︷ ︸

likelihood ratio(درست نمايي (نسبت

× P (A)

P (Ac)︸ ︷︷ ︸
prior odds(پيشين)

.

پيشين. odds × درست نمايي نسبت = پسين odds يعني:

پارامتر براي بيز قاعده ي كلي فرم
است: زير به صورت بيز قاعده ي كنيم. برآورد مي خواهيم كه باشد پارامتري θ و مشاهده شده داده هاي D كنيد فرض

P (θ | D) =
P (D | θ)P (θ)

P (D)
,

آن: در كه

داده؛ ديدن از پس θ درباره ي به روزشده باور - (posterior) پسين :P (θ | D) �

داده؛ ديدن از پيش θ درباره ي اوليه باور - (prior) پيشين :P (θ) �

(likelihood)؛ درست نمايي :P (D | θ) �

.θ از صرف نظر داده، مشاهده ي كل احتمال - (evidence) marginal/حاشيه اي :P (D) �

مي آيد: دست به پيشين و درست نمايي حاصل ضرب از مشترك توزيع

P (D | θ)P (θ) = P (D, θ),

مي شود: حاصل θ ممكن مقادير همه ي روي انتگرال گيري با P (D) حاشيه اي مقدار و

P (D) =

∫
θ

P (D, θ) dθ.

پرهزينه تر و دشوارتر انتگرال اين محاسبه ي باشد)، داشته بيشتري ابعاد θ (يعني باشيم نامعين تر θ درباره ي هرچه نكته:
آن كه logP (D) فقط نه (و P (D) دقيق محاسبه ي و است چندبعُدي θ معمولاً بيزي ماشين يادگيري در مي شود؛
در فقط محاسبات اين (closed form) بسته ي فرم است. غيرممكن يا پرهزينه بسيار عملاً مي نامند) evidence را

است. امكان پذير به سادگي بعدي) مثال (مانند خاص موارد
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problem− 4− 1 until problem− 4− 3

است مثبت او آزمايش است، بيماري اين به مشكوك جورج بنام نفر يك شوند. مي « w » بيماري دچار مردم از ۱%
بگيريد. درنظر را زير پيشامدهاي است. بيمار جورج يعني

T = است بيمار جورج

D = است مثبت او آزمايش

داريم صحت گيري اندازه براي مختلفي accurate”معيارهاي ۹۵% ” باشد. ۹۵% = آزمايش صحت كنيد فرض
شده تعريف زير صورت به صحت كنيد فرض مثال اين در

Sensitivity = True positive Rate −→ P (D | T ) = 0.95

Specificity = True Negative Rate −→ P (Dc | T c) = 0.95

جورج مثبت آزمايش همون يا (observed data) شده مشاهده نتيجه به توجه با را باشد بيمار جورج اينكه احتمال
آوريم: بدست

پسين: احتمال

P (T | D) =
P (D | T )P (T )

P (D)

P (T | D) =
P (D | T )P (T )

P (D | T )P (T ) + P (D | T c)P (T c)
=

0.95× 0.01

0.95× 0.01 + 0.05× 0.99
≈ 0.16

براي شده). انجام صحيح موارد ۹۵% كه (آزمايش است، ما شهود خلاف خيلي كه باشد، بيمار جورج اينكه احتمال ۱۶%
زنيم. مي مثال يك شهود خلاف رفتار اين درك
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توقع بدهند، آزمايش جامعه اين از همه اگر نفر. ۱۰۰ = است مريض آن از ۱% است، نفر ۱۰۰۰۰ ما جامعه كنيد فرض
كنيم مشاهده مريض نفر ۱۰۰ داريم

هستند سالم هم نفر ۹۹۰۰ ضمن در داريم. منفي تست ۵ مثبت، تست ۹۵ آزمايش، ” % ۹۵ “صحت به توجه با كه
آزمايش، ” % ۹۵ “صحت به توجه با ولي

0.95× 9900 ≈ 9405

و منفي تست
0.05× 9900 ≈ 495

داريم. مثبت تست
كنيم تمركز مثبت تست روي اگر

TP ← 95 = است مريض گروه از نفر ۹۵

FP → 495 = است سالم گروه از نفر ۴۹۵

جواب چرا اينكه مورد در را ما ذهن اين كه نيستند. بيمار واقع در است مثبت آنها آزمايش جواب كه كساني اكثر يعني
كند. مي روشن است شهود خلاف % ۱۶

رساند: مي % ۱۶ شهود خلاف عدد به را ما عامل ۲ خلاصه طور به

evidence from the test

our prior information about the prevalence of the disease

است) نادر بيماري اين كه داريم توجه ولي است بيمار نفع به آزمايش نتيجه چه اگر )

P (D | T )

reflects a balance between these 2 factors appropriately weighting the rarity of disease against

the rarity of a mistaken test result.
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۱۰،۰۰۰
نفر

۱۰۰
نفر

۹۵

True positive

TP

test +

۵

false negative

FN

test -

بيمار

۹۹۰۰

۴۹۵

false positive

FP

test +

۹۴۰۵

True negative

TN

test -

سالم

conditional independence-1 ۷

conditional independence-1 به مربوط تخته تصوير :۱ شكل
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تواند مي مشاهده يك كه است اين اصلي ايده است. شده مطرح پيشامدها براي شرطي استقلال موضوع بخش اين در
،observation هاي عبارت از مفهوم سه اين براي تخته روي بگذارد. اثر فرض يك به نسبت ما يقين ميزان روي

است. شده استفاده hypothesis و certainty
،C دانستن از بعد اگر باشند. مشاهده دو C و B و دارد را اصلي فرض نقش كه باشد پيشامدي A كنيم مي فرض

نويسيم: مي نكند، ايجاد A احتمال در تغييري هيچ B اطلاعات شدن اضافه

P (A | B,C) = P (A | C).

نمي ما به A دادن رخ درباره اي تازه اطلاعات ديگر B مشاهده دانيم، مي را C وقتي كه است اين رابطه اين معناي
است: شده بيان زير جمله با مفهوم اين تخته روي دهد.

B contributes nothing to the certainty of A.

دهيم: مي نشان زير صورت به را آن و هستند مستقل C شرط به B و A كه شود مي گفته حالت اين در

A ⊥ B | C.

C وقتي ولي باشند، وابسته كلي حالت در B و A است ممكن نيست. B و A معمولي استقلال معني به نماد اين پس
برود. بين از ها آن بين وابستگي شد، معلوم

باشيم: داشته اگر خلاصه، طور به
A ⊥ B | C,

آنگاه:
P (A | B,C) = P (A | C).

نوشت: توان مي نيز متقارن صورت به

P (B | A,C) = P (B | C).

دو است ممكن مثال براي است. شده اشاره causality يا عليت بحث با شرطي استقلال ارتباط به تخته انتهاي در
از بعد اگر شوند. ديده وابسته y دانستن بدون دليل همين به و باشند y متغير تاثير تحت دو هر g(y) و f(y) كميت

نوشت: توان مي ندهد، f(y) درباره اي اضافه اطلاعات g(y) دانستن ،y بودن معلوم

P
(
f | g, y

)
= P

(
f | y

)
.

باعث كه را مشتركي اطلاعات يا مشترك علت تواند مي شرطي متغير يعني است؛ شرطي استقلال ايده همان دقيقا اين
كند. مشخص است، شده ظاهري وابستگي
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conditional independence-2 ۸

conditional independence-2 به مربوط تخته تصوير :۲ شكل

نظر در زير صورت به را اوليه احتمال فضاي است. شده بررسي احتمال فضاي ديد از شرطي استقلال تصوير، اين در
گيريم: مي

(Ω, I, P ),

است. احتمال تابع P و بررسي قابل پيشامدهاي مجموعه I نمونه، فضاي Ω آن در كه
به Ω از عملا نمونه فضاي ،E روي گذاشتن شرط از بعد .P (E) > 0 و است داده رخ E پيشامد كنيم مي فرض حالا

نوشت: زير صورت به توان مي را جديد پيشامدهاي مجموعه شود. مي محدود E

IE = {A ∩ E | A ∈ I},

با: است برابر نيز جديد احتمال تابع و
q(A) = P (A | E).

ديد: زير صورت به توان مي را شرطي احتمال فضاي بنابراين

(E, IE, q).
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هاي احتمال با را معمولي استقلال رابطه همان بايد كنيم، بررسي شرطي فضاي اين در را B و A استقلال بخواهيم اگر
بنويسيم: شرطي

P (A ∩ B | E) = P (A | E)P (B | E).

نويسيم: مي نتيجه در است. شرطي استقلال اصلي هاي بيان از يكي رابطه اين

A ⊥ B | E.

است: شده نوشته نيز شرطي استقلال دوم بيان تخته روي

P (A | B,E) = P (A | E).

كنيم: مي شروع ضربي رابطه از هستند. معادل بيان دو اين كه شده داده نشان ادامه در

P (A,B | E) = P (A | E)P (B | E).

داريم: شرطي احتمال تعريف از استفاده با
P (A,B,E)

P (E)
=

P (A,E)

P (E)

P (B,E)

P (E)
.

شود: مي نتيجه P (E) در طرف دو ضرب با

P (A,B,E) =
P (A,E)P (B,E)

P (E)
.

كنيم: مي تقسيم P (B,E) بر را طرف دو باشد، P (B,E) > 0 اگر
P (A,B,E)

P (B,E)
=

P (A,E)

P (E)
.

پس: است. P (A | E) برابر راست سمت و P (A | B,E) برابر چپ سمت

P (A | B,E) = P (A | E).

كنند: مي بيان را مفهوم يك زير رابطه دو بنابراين

P (A ∩ B | E) = P (A | E)P (B | E),

و:
P (A | B,E) = P (A | E).

تغيير را A احتمال B از اطلاع ،E دانستن از بعد گويد مي دوم رابطه و است شرطي استقلال ضربي شكل اول رابطه
دهد. نمي
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conditional independence-3 ۹

conditional independence-3 به مربوط تخته تصوير :۳ شكل

نمي نتيجه را ديگري لزوما كدام هيچ شرطي استقلال و معمولي استقلال كه است اين تصوير اين مهم نكته اولين
است: شده نوشته زير صورت به موضوع اين تخته روي دهند.

X ⊥ Y neither implies nor is implied by X ⊥ Y | W.

است ممكن هم برعكس حالت شوند. وابسته W روي گذاشتن شرط با ولي باشند مستقل Y و X است ممكن يعني
شوند. مستقل W شدن معلوم با ولي باشند وابسته كلي حالت در Y و X يعني دهد؛ رخ

خروجي يا پارامتر شرطي توزيع مستقيما discriminative مدل در است. شده اشاره آماري مدل نوع دو به ادامه در
شود: مي مدل داده داشتن با

P (θ | D).

داريم: بيز رابطه از استفاده با شود. مي ساخته پارامتر و داده مشترك توزيع معمولا generative مدل در اما

P (θ | D) ∝ P (D | θ)P (θ) = P (D, θ).

ايده دارد. را مشترك توزيع نقش P (D, θ) و prior نقش P (θ) عبارت ،likelihood نقش P (D | θ) رابطه اين در
شود. مي توليد پارامترها روي از چگونه داده كند مشخص كه است اين مولد مدل
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مي را C و B ،A مشترك توزيع است. متغير سه يا پيشامد سه براي اي زنجيره قاعده به مربوط تخته بعدي بخش
داريم: A از شروع براي كرد. تجزيه مختلف هاي ترتيب با توان

P (A,B,C) = P (A)P (B,C | A)

= P (A)P (B | A)P (C | A,B),

:C و B ترتيب كردن جا جابه با يا

P (A,B,C) = P (A)P (C | A)P (B | A,C).

كنيم: شروع B از اگر
P (A,B,C) = P (B)P (A,C | B)

= P (B)P (A | B)P (C | A,B),

آن: ديگر شكل و
P (A,B,C) = P (B)P (C | B)P (A | B,C).

كنيم: شروع C از اگر
P (A,B,C) = P (C)P (A,B | C)

= P (C)P (A | C)P (B | A,C),

يا:
P (A,B,C) = P (C)P (B | C)P (A | B,C).

مقدار نظر از ها تجزيه اين همه است. ممكن حالت 3! همان كه دارد وجود مختلف ترتيب شش متغير، سه براي پس
مي تر ساده ها شكل اين از بعضي باشد، داشته وجود شرطي استقلال متغيرها بعضي بين اگر ولي هستند، برابر هم با
ساده عامل چند به را پيچيده مشترك توزيع يك تواند مي چون است، همين هم شرطي استقلال اهميت دليل شوند.

كند. تبديل تر
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conditional independence-4 ۱۰

conditional independence-4 به مربوط تخته تصوير :۴ شكل

در مختلف ترتيب n! از توان مي متغير n براي كه است شده اشاره تخته روي مشترك، توزيع تجزيه بحث ادامه در
با: است برابر تعداد اين متغير، سه براي كرد. استفاده اي زنجيره قاعده

3! = 6.

دهند. مي نمايش را توزيع يك ها آن همه ولي دهد، مي مشترك توزيع از متفاوت فاكتورگيري يك ترتيب هر
باشد: برقرار زير شرطي استقلال كنيم مي فرض حالا

A ⊥ B | C.

داريم: شرطي استقلال تعريف طبق
P (A | B,C) = P (A | C).

است: زير صورت به اي زنجيره قاعده هاي تجزيه از يكي

P (A,B,C) = P (C)P (B | C)P (A | B,C).



اول گروه كامپيوتري سيستم هاي كارايي ارزيابي ۲۴

گيريم: مي نتيجه و شود مي ساده آخر عامل شرطي، استقلال از استفاده با

P (A,B,C) = P (C)P (B | C)P (A | C).

متغير يك به فقط بود، وابسته شرطي متغير دو به كه عامل يك شود مي باعث شرطي استقلال رابطه دانستن پس
شوند تعيين بايد كه را پارامترهايي يا ها احتمال تعداد هم و كند مي تر كوتاه را فرمول هم موضوع اين باشد. وابسته

دهد. مي كاهش
C و B متغير دو هر مختلف مقدارهاي به معمولا P (A | B,C) كامل تعيين باشند، گسسته متغيرها اگر مثال، براي

وقتي: اما دارد. نياز
P (A | B,C) = P (A | C),

مي تر فشرده مدل نمايش نتيجه در باشيم. داشته جداگانه احتمال يك C و B از تركيب هر براي نيست لازم ديگر
شود.

نيز Bayesian networks يا بيزي هاي شبكه و احتمالي گرافيكي هاي مدل در ايده اين از استفاده به تخته روي
مستقل ديگر متغيرهاي روي شرط با متغيرها كدام كه كند مي مشخص گراف ساختار ها مدل اين در است. شده اشاره

شود. مي تبديل تر كوچك شرطي توزيع چند ضرب حاصل به مشترك توزيع سپس هستند.
مدل محاسبه و تعريف براي ابزارها اين است. آمده تخته روي JAGS و BUGS ابزارهاي يا ها زبان نام همچنين
شرطي، استقلال از استفاده با كه است اين هايي مدل چنين با كار امكان دليل شوند. مي استفاده بزرگ احتمالي هاي
صورت به مشترك توزيع هاي حالت تمام نيست لازم و شود مي شكسته تر ساده بخش چند به بزرگ مشترك توزيع

شوند. نوشته مستقيم
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conditional independence-5 ۱۱

conditional independence-5 به مربوط تخته تصوير :۵ شكل

B و A پيشامد دو براي است. شده يادآوري شرطي استقلال و معمولي استقلال تفاوت دوباره تصوير اين ابتداي در
داريم: هميشه

P (A,B) = P (A | B)P (B).

است: برقرار زير رابطه باشند، مستقل B و A اگر

P (A,B) = P (A)P (B).

است: معادل زير رابطه با استقلال ،P (B) بودن مثبت صورت در بنابراين،

P (A | B) = P (A).

كلي حالت در وابستگي ولي شرطي استقلال اول: مثال
بگيرد: برابر احتمال با را يك و صفر مقدارهاي W متغير كنيم مي فرض

P (W = 0) = P (W = 1) =
1

2
.



اول گروه كامپيوتري سيستم هاي كارايي ارزيابي ۲۶

با را يك مقدار و 0.99 احتمال با را صفر مقدار كدام هر و هستند هم از مستقل Y و X متغيرهاي ،W = 0 شرط به
گيرند: مي 0.01 احتمال

P (X = 0 | W = 0) = P (Y = 0 | W = 0) = 0.99.

شوند: مي برعكس ها احتمال ولي هستند، مستقل Y و X نيز W = 1 شرط به

P (X = 0 | W = 1) = P (Y = 0 | W = 1) = 0.01.

داريم: W از مشخص مقدار هر در پس
X ⊥ Y | W.

ابتدا: كنيم. مي بررسي را Y و X كلي استقلال حالا

P (X = 0) = P (W = 0)P (X = 0 | W = 0)

+ P (W = 1)P (X = 0 | W = 1)

=
1

2
(0.99) +

1

2
(0.01)

= 0.5.

مي بالا نيز X = 0 احتمال نتيجه در و شود مي زياد باشد بوده W = 0 كه اين احتمال ،Y = 0 دانيم مي وقتي اما
دقيق: طور به رود.

P (X = 0, Y = 0) =
1

2
(0.99)2 +

1

2
(0.01)2 = 0.4901.

طرفي: از
P (Y = 0) = 0.5.

پس:
P (X = 0 | Y = 0) =

0.4901

0.5
= 0.9802.

بنابراين:
P (X = 0 | Y = 0) > P (X = 0),

شود: مي نتيجه و
X ̸⊥ Y.
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W اگر ولي هستند، مستقل Y و X ،W شدن معلوم از بعد است. مشترك پنهان عامل يا علت يك W مثال، اين در
دهد. مي اطلاعات X درباره Y مشاهده ندانيم، را

سكه دو از يكي انتخاب دوم: مثال
B سكه براي است. 0.1 برابر خط احتمال و 0.9 برابر شير احتمال A سكه براي گيريم. مي نظر در B و A سكه دو

هستند: برعكس ها احتمال اين

P (H | A) = 0.9, P (H | B) = 0.1.

شود: مي پرتاب بار چند سكه همان و شود مي انتخاب برابر احتمال با سكه دو از يكي

P (A) = P (B) = 0.5.

داريم: تنهايي به پرتاب هر براي باشد، iام پرتاب در آمدن شير پيشامد Hi اگر

P (Hi) = P (A)P (Hi | A) + P (B)P (Hi | B)

= 0.5(0.9) + 0.5(0.1)

= 0.5.

سكه درباره قبلي، هاي پرتاب نتيجه مشاهده كه است اين اصلي نكته است. شده بررسي بعد تصوير در مثال اين ادامه
دهد. مي تغيير را بعدي هاي پرتاب احتمال نتيجه در و دهد مي اطلاعات شده انتخاب
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conditional independence-6 ۱۲

conditional independence-6 به مربوط تخته تصوير :۶ شكل

اين در باشند. آمده شير همگي اول پرتاب ده كنيم مي فرض است. شده داده ادامه سكه دو مثال تصوير اين ابتداي در
شود: مي زياد بسيار باشد، A سكه همان شده انتخاب سكه كه اين احتمال حالت

P (A | H1, . . . , H10) =
(0.9)10

(0.9)10 + (0.1)10
.

با: است برابر يازدهم پرتاب در آمدن شير احتمال پس است. يك برابر تقريبا مقدار اين

P (H11 | H1, . . . , H10) = 0.9P (A | H1, . . . , H10)

+ 0.1P (B | H1, . . . , H10),

بنابراين: شود. مي 0.9 تقريبا آن مقدار كه

P (H11 | H1, . . . , H10) > P (H11) = 0.5.

با دهد. مي تغيير را بعدي پرتاب احتمال قبلي هاي پرتاب نتيجه چون نيستند، مستقل كلي حالت در ها پرتاب پس
شرطي متغير نقش سكه انتخاب نتيجه در هستند. مستقل ها پرتاب است، شده انتخاب سكه كدام بدانيم اگر حال، اين

هستند. مستقل سكه نوع شرط به ها پرتاب گفت توان مي و دارد را
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شرطي استقلال نبود ولي كلي استقلال سوم: مثال
هستند: 0.5 پارامتر با مستقل برنولي متغير دو Y و X مثال اين در

P (X = 0) = P (X = 1) =
1

2
,

و:
P (Y = 0) = P (Y = 1) =

1

2
.

كلي: حالت در پس
X ⊥ Y.

مثال: براي
P (X = 0 | Y = 0) = P (X = 0) = 0.5.

كنيم: مي تعريف را زير جديد متغير حالا
W = XY.

دارد: وجود (X,Y ) براي ممكن حالت سه باشد، W = 0 اگر

(0, 0), (0, 1), (1, 0).

احتمال نيز حالت سه اين ،W = 0 روي گذاشتن شرط از بعد دارند، برابر احتمال (X,Y ) اوليه حالت چهار هر چون
نتيجه: در دارند. برابر

P (X = 0 | W = 0) =
2

3
.

هستند: ممكن زير زوج دو فقط حالت اين در كنيم. مي اضافه نيز را Y = 0 شرط ،W = 0 بر علاوه حالا

(0, 0), (1, 0).

پس:
P (X = 0 | Y = 0,W = 0) =

1

2
.

نيستند: برابر احتمال دو اين

P (X = 0 | Y = 0,W = 0) =
1

2
̸= 2

3
= P (X = 0 | W = 0).

بنابراين:
X ̸⊥ Y | W.
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وابستگي ايجاد باعث ها آن ضرب حاصل روي گذاشتن شرط اما هستند، مستقل كلي حالت در Y و X مثال اين در
دهد: نمي نتيجه را ديگر رابطه زير، رابطه دو از كدام هيچ كه دهند مي نشان هم با آخر مثال دو نتيجه در شود. مي

X ⊥ Y و X ⊥ Y | W.

conditional independence − 7

F = پا اندازه
L = داند مي شخص هر كه لغاتي وسعت

است محدود او لغات دامنه و است كوچك كودك، پاي اندازه يعني دارند، همبستگي هم به دو اين
است تر وسيع او لغات دامنه كرده، رشد پا اندازه زمان طول در طبيعتا كه بزرگسال شخص و

پيشامد دارد. افراد سن از نشان پا، اندازه نيستند. مستقل L و F پس

A = نفر يك سن

بنابراين (Cause) است. L و F سبب ، A بنابراين

P (L | F ) ̸= P (L)

گرافيكي نمودار در كه كرديم») «مشاهده يعني ماشين يادگيري ادبيات در كه observe ) بدانيم را فرد سن اگر ولي
است زير صورت به

A

F L

A

F L
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يعني هستند مستقل و نداريم (L) لغات دانسته و (F ) پا اندازه بين ارتباطي اكنون

P (L | F,A) = P (L | A)

دامنه وسعت بر دليلي پا اندازه ديگر و داريم مختلف سايزهاي با افراد مشابه، سني محدوده با افراد در كه دليل اين به
باشد نمي فرد لغات

اول بخش ـ مور مون دِ تطابق ي مسئله .۴
به را n تا 1 اعداد سپس و زنيم مي بر كامل طور به را ها كارت است. شده نوشته n تا 1 هاي شماره كارت، n روي
سؤال، دهد. مي رخ تطابق باشد، برابر شده اعلام عدد با شده فراخوانده كارت ي شماره هرگاه كنيم. مي اعلام ترتيب

است. تطابق يك حداقل دادن رخ احتمال يعني شدن، برنده احتمال
كنيم: مي تعريف را زير پيشامد

Ai = { ي شده فراخوانده كارت iدر عدد باشدiام، }.

با: است برابر تطابق يك حداقل پيشامد پس

A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An.

كنيم. مي استفاده شمول عدم و شمول اصل از پيشامد، اين احتمال ي محاسبه براي
داريم: مشخص كارت يك براي

P(Ai) =
1

n
. (1)

ها حالت كل تعداد و ماند مي باقي ديگر هاي كارت براي حالت (n− 1)! باشد، ثابت iام موقعيت در iام كارت اگر زيرا
بنابراين: است؛ n!

P(Ai) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
.

براي حالت (n− 2)! صورت اين در كنيم. مي ثابت خود هاي موقعيت در را كارت دو هر ،j و i مشخص كارت دو براي
پس: ماند؛ مي باقي ديگر هاي كارت
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P(Ai ∩ Aj) =
(n− 2)!

n!
=

1

n(n− 1)
. (2)

داريم: ترتيب همين به نيز مشخص كارت سه براي

P(Ai ∩ Aj ∩ Ak) =
1

n(n− 1)(n− 2)
.

و انتخاب (n
3

) سوم ي جمله در انتخاب؛ (n
2

) دوم ي جمله در انتخاب؛ (n
1

) شمول، عدم و شمول اصل اول ي جمله در
دارد. وجود انتخاب n تا ترتيب همين به

دوم بخش ـ مور مون دِ تطابق ي مسئله .۵
داريم: شمول عدم و شمول اصل از استفاده با

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

(
n

1

)
1

n
−
(
n

2

)
1

n(n− 1)
+

(
n

3

)
1

n(n− 1)(n− 2)

+ · · ·+ (−1)n+1 1

n!
.

بنابراين:

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
= 1− 1

2!
+

1

3!
− · · ·+ (−1)n+1 1

n!
≃ 1− 1

e
.

است: شده استفاده زير بسط از

1

e
= 1− 1

1!
+

1

2!
− 1

3!
+ · · · = 1

2!
− 1

3!
+ · · · .

قرار اگر كارت، زيادي تعداد داشتن با سؤال، اين در شود. مي نزديك 1− 1
e

به تقريباً فوق احتمال ،n→∞ رفتن با
بود. خواهد 1− 1

e
تقريباً احتمال باشيم، داشته تطابق يك كم دست باشد
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R كد
n <- 100 # no. of cards

r <- replicate(

10^4,

sum(sample(n) == (1:n)) # shuffle; count matches

)

sum(r >= 1) / 10^4 # proportion with a match

نمونه:
sum(sample(5) == (1:5))

تخته: روي شده نوشته ي نمونه حالت سه

(1, 3, 4, 2, 5) == (1, 2, 3, 4, 5) =⇒ (1, 0, 0, 0, 1) =⇒ 2,

(3, 1, 2, 4, 5) == (1, 2, 3, 4, 5) =⇒ (0, 0, 0, 1, 1) =⇒ 2,

(1, 3, 2, 4, 5) == (1, 2, 3, 4, 5) =⇒ (1, 0, 0, 1, 1) =⇒ 3.

:R نحو ي درباره نكته
sample(n, k) without replacement

sample(n) = sample(n, n) w/o replacement

sample(n) دستور كند. مي توليد جايگذاري، بدون ،n تا 1 اعداد از تصادفي ي نمونه k تعداد sample(n,k) دستور
است. حالت n! تصادفي هاي جايگشت اين تعداد است؛ n تا 1 اعداد از تصادفي جايگشت يك نيز

Ec و E شرط به شرطي استقلال .۶

Ec = .Eمتمم
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داريم: درس كلاس نوع دو كنيد فرض

G = خوب ,كلاس Gc = بد .كلاس

شانسي طور به بد، كلاس در ولي گيريد؛ مي A ي نمره حتمي طور به بخوانيد، درس جدي طور به اگر خوب، كلاس در
بگيرد. A ي نمره تواند مي هركس

كنيم: مي تعريف زير صورت به را پيشامدها

W = خواندن} درس جدي طور ,{به

A = { ي نمره ايدAشما گرفته }.

اند: مستقل يكديگر از بد كلاس در گرفتن قرار شرط به A و W مثال، اين در

W ⊥⊥ A | Gc.

نيست: برقرار زير شرطي استقلال

W ̸⊥⊥ A | G.

دارد. وجود A ي نمره گرفتن براي خوبي شانس بخوانيد، درس جدي طور به اگر يعني
است؟ چقدر باشند داشته مشابه تولد تاريخ نفر ۲ لااقل آنكه احتمال هستند. اتاق يك در نفر n كنيد فرض

دارد. برابر احتمال سال روز ۳۶۵ از روز هر در تولد فرض:
مي كنيم: تعريف زير صورت به را A پيشامد

A = باشند} متفاوت تولد روزهاي {همه

آنگاه: دهيم، نشان xi با را i-ام نفر تولد روز اگر مي گيريم. نظر در S را نمونه فضاي
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S = {(x1, x2, . . . , xn) : xi = 1, 2, . . . , 365}

با: است برابر نمونه فضاي اندازه

|S| = 365n

مرتب. انتخاب هاي يعني (Permutation) جايگشت
روز: ۳۶۵ از nتايي جايگشت هاي تعداد با است برابر A مجموعه اندازه

|A| = P365,n = (365)(364) . . . (365− n+ 1)

ترتيب. همين به و باقي مانده روز ۳۶۴ در دوم نفر مي آيد، دنيا به روز ۳۶۵ از هركدام در اول نفر مي گويد بالا فرمول
دارد. فرق (تركيب) combination با permutation نكته:

پس:

Pr(A) =
|A|
|S|

=
365× 364× · · · × (365− n+ 1)

365× 365× · · · × 365

= 1× 364

365
× 363

365
× · · · × 365− n+ 1

365

توضيح:
بيايد. دنيا به مي تواند روز ۳۶۵ از كدام هر در اول نفر �

ترتيب. همين به و مي آيد دنيا به باقي مانده روز ۳۶۴ در دوم نفر �

پيشامد متمم
مي كنيم: استفاده متمم از پس باشند. داشته مشترك تولد تاريخ نفر دو حداقل كه است اين احتمال ما هدف

Pr(Ā) = 1− Pr(A)
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بنابراين:

Pr(Ā) = 1−
(
1× 364

365
× · · · × 365− n+ 1

365

)

مهم نتايج
دارند: مشابه تولد تاريخ نفر ۲ حداقل باشند، نفر n = 366 اتاق در اگر

n = 366 =⇒ Pr(Ā) = 1

باشيم: داشته آنكه براي

Pr(Ā) >
1

2

بايد:

n ≥ 23

بنابراين:

n ≥ 23 =⇒ Pr(Ā) >
1

2

باشد: n = 50 اگر و

Pr(Ā) = 0.97
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Chebychev’s Inequality
چبيشف نامساوي

قضيه صورت
كنيد: فرض

E(X) = µ, Var(X) = σ2

داريم: ϵ > 0 هر براي آنگاه
Pr(|X − µ| ≥ ϵ) ≤ σ2

ϵ2

داريم: را دورشويم ازميانگين برابر kσ آنكه احتمال باشد، ϵ = kσ اگر

Pr(|X − µ| ≥ kσ) ≤ 1

k2

متمم: نتيجه و
⇒ Pr(|X − µ| < ϵ) ≥ 1− σ2

ϵ2

قضيه توضيح
بدست را ثابت مقدار يك از بيشتر ميزان به خودش ميانگين از X انحراف احتمال آنكه براي تقريبي كران يك چبيشف
بزرگي تقريب (ولي است استفاده قابل هميشه چبيشف مي شود. محاسبه واريانس و ثابت مقدار حسب بر كه ميدهد

باشد. موجود واريانس كه شرطي به است)،

يكنواخت توزيع مثال:
كنيم: فرض

X ∼ U(0, 1)

:0 < x < 1 براي يعني
f(x) = 1

اگر: كلي حالت در
X ∼ U(a, b)
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آنگاه:
E(X) =

a+ b

2

Var(X) =
(a− b)2

12

داريم: b = 1 و a = 0 جايگذاري با

X ∼ U(0, 1)⇒ E(X) =
1

2
, Var(X) =

1

12

پس:
σ =

1√
12

مي گيريم: نتيجه چبيشف قضيه از
Pr

(∣∣∣∣X − 1

2

∣∣∣∣ ≥ ϵ

)
≤ 1

12ϵ2

ϵ = 1
4 با محاسبه

اگر:
ϵ =

1

4

آنگاه:
Pr

(∣∣∣∣X − 1

2

∣∣∣∣ ≥ 1

4

)
≤ 1

12(1/4)2
=

16

12
=

4

3

نمي دهد. مفيدي اطلاعات عملاً و است ۱ از بزرگ تر كران اين

ϵ = kσ با محاسبه

ϵ = kσ, σ2 = Var(X)

kσ =
k√
12

پس:
k =

2
√
3

4
=

√
3

2
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k2 =
3

4
⇒ 1

k2
=

4

3

نيز: و
kσ =

√
3

2
× 1√

12
=

√
3

2
√
4× 3

=
1

4
= ϵ

همين در مثلاً كنيم. مقايسه واقعي مقدار با را آن مي توانيم موارد بعضي در و نبود مفيد قبل مثال در چبيشف كران
مثال:

Pr

(∣∣∣∣X − 1

2

∣∣∣∣ ≥ 1

4

)

= 1− Pr

(∣∣∣∣X − 1

2

∣∣∣∣ < 1

4

)

= 1− Pr

(
−1

4
< X − 1

2
<

1

4

)

= 1− Pr

(
1

4
< X <

3

4

)

= 1−
∫ 3

4

1
4

f(x) dx = 1−
∫ 3

4

1
4

1 dx

داريم: ،[0, 1] بازه روي يكنواخت توزيع براي چون

f(x) = 1

پس:

= 1− 1

2
=

1

2

بنابراين:
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Pr

(∣∣∣∣X − 1

2

∣∣∣∣ ≥ 1

4

)
=

1

2

Law of the unconscious statistician
LOTUS

است. f(x) توزيع داراي X كه گويند؛ را ،g(X) مثلاً ،X از تابعي اميد مقدار

LOTUS فرمول

E(g(X)) =


∑
x

g(x)f(x), X : discrete∫
R

g(x)f(x) dx, X : continuous

مثال ها

E(X2) =

∫
R

x2f(x) dx

E(sinX) =

∫
R

sin x f(x) dx

(inequalities) معروف نامساوي هاي
(Markov) ماركف �

(Chebyshev) چبيشف �

(Chernoff) چرنوف �
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1405 12 khordad independence 1

هستند. مستقل نامربوط، پيشامد ۲ هر بديهي: حالت استقلال: .۱
مثلا:

پيشامد

A = بارد مي باران مشتري سياره در فردا
L = بيايد خط سكه، پرتاب در

اگر) اند نوشته مراجع (بعضي اگر فقط و اگر هستند مستقل B و A تعريف:

Pr(A ∩ B) = Pr(A)Pr(B)

اگر: فوق مثال در مثلا

Pr(A) = 0.2

Pr(B) = 0.5

آنگاه
Pr(A ∩ B) = 0.1

هستند. مستقل ←پس

است. ديگر پيشامد هر از مستقل A پيشامد باشد، Pr(A) = 0 اگر نكته:
زير مثال (به باشند نامربوط هم به نسبت مفهومي، و فيزيكي نظر از پيشامدها نيست لازم استقلال، براي مهم: نكته

كنيد). توجه
وجهي، ۶ تاس پرتاب در مثال:

A = {2, 4, 6}

زوج)، (خال
B = {1, 2, 3, 4}
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باشد). ۵ از كمتر عدد شده مشاهده (خال
وسط): و چپ سمت در شده (نوشته مثال اين محاسبات

A ∩B = {2, 4}

بنابراين:
Pr(A) =

1

2

Pr(B) =
4

6
=

2

3

Pr(A ∩ B) =
|A ∩ B|
|S|

=
2

6
=

1

3

طرفي: از
Pr(A)Pr(B) =

1

2
× 2

3
=

1

3

(Pr(A ∩ B) = Pr(A)Pr(B) = 1
3

(يعني شدند مساوي

هستند. Bمستقل و A←

كنيد فرض قضيه: استقلال: تر شهودي تعبير
Pr(B) > 0

اگر فقط و اگر هستند مستقل B و A آنگاه

Pr(A | B) = Pr(A)

اثبات:

Pr(A ∩ B)

Pr(B)
= Pr(A) ⇐⇒ Pr(A ∩B) = Pr(A)Pr(B) ⇐⇒ A و Bمستقل

باشد. نمي B وقوع عدم يا وقوع به وابسته A وقوع احتمال باشند، مستقل B و A اگر مهم: نكته



اول گروه كامپيوتري سيستم هاي كارايي ارزيابي ۴۳

باشد ۱۰ يا ۹ يا ۸ تاس ۲ مجموع اگر است. مستقل باشد، ۱۱ تاس ۲ مجموع پيشامد تاس، ۲ پرتاب در كنيد بررسي
چطور؟

(Impossible Events) چيست؟ ناممكن پيشامد احتمال
جواب:

اگر
A = {} → Pr(A) = 0 ناممكن پيشامد = ∅ = تهي{} مجموعه

دارد؟ است صفر آن احتمال كه پيشامدي با تفاوتي چه
A مثلا .A = {} گفت نمي توان باشد Pr(A) = 0 اگر يعني نيست؛ صحيح فوق برعكس جواب:
A ̸= {} ولي است Pr(A) = 0 اينجا در كه باشد. ۱ و ۰ بازه ي در j احتمال با عدد يك انتخاب

باشد. مي تواند ۱ و ۰ بين عدد هر چون

مي افتد؟ اتفاقي چه باشد، صفر B وقوع احتمال اگر ،P(A|B) شرطي احتمال در
جواب:

شده حذف مساوي حالت (و Pr(B)>0 مي كنند فرض بنابراين باشد. صفر مخالف بايد كسر مخرج
است)

مجموعه دو اين روي كه احتمالي باشند، Disjoint يا جدا هم از B و A مجموعه دو اگر
كرد. حساب زير صورت به مي توان را A,B پيشامدهاي يعني مي شود تعريف

مثال:
چيست؟ آن براي Ω يا S مجموعه دهد، رخ شير اولين تا بيندازيم را سكه اي اگر

S = {H,TH, TTH, TTTH, . . . }

جواب:
مي كنيم تعريف مقابل صورت به را جدا هم از پيشامدهاي

A1 = {H}, A2 = {TH}, A3 = {TTH}, A4 = {TTTH}, ...
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داريم: بنابراين است. ۱ (Pr(S) (يعني S وقوع احتمال مي دانيم

1 = Pr(S) = Pr

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

Pr(Ai)

(Principle of inclusion-exclusion) شمول عدم شمول اصل
داريم: دلخواه B و A پيشامد دو براي

Pr(A ∪B) = Pr(A) + Pr(B)− Pr(A ∩B)

داريم: دلخواه C و B و A پيشامد سه براي

Pr(A ∪B ∪ C) = Pr(A) + Pr(B) + Pr(C)

− Pr(A ∩ B)− Pr(A ∩ C)− Pr(B ∩ C)

+ Pr(A ∩B ∩ C)

داريم A1, A2, ..., An پيشامد n كلي حالت براي

Pr(A1 ∪ · · · ∪ An) J Event Set

مثال:
۶۰ و ،(I (پيشامد دارند دست در بستني درصد ۲۰ ،(J (پيشامد مي دوند درصد ۷۵ شهر مردم
۱۰ ،(M,J) درصد ۳۰ ،(I,J) درصد ۱۵ همچنين (M (پيشامد مي دهند گوش موسيقي درصد
كه شود انتخاب تصادف به شهروند يك اينكه احتمال دارند. را مورد ۳ هر درصد ۵ و (M,I) درصد



اول گروه كامپيوتري سيستم هاي كارايي ارزيابي ۴۵

است: قدر چ باشد داشته را بالا مورد ۳ از يكي حداقل

P (J ∪ I ∪M) = P (J) + P (I) + P (M)

− P (J ∩ I)− P (J ∩M)− P (I ∩M)

+ P (J ∩ I ∩M)

= 0.75 + 0.2 + 0.4− 0.15− 0.3− 0.1 + 0.05 = 0.85

مثال:
(C (پيشامد شود. سردتر هوا دارد احتمال درصد ۴۰ كنيد: فرض

(C ∪R (پيشامد هوا. شدن سردتر و بارش شانس درصد ۱۰
(C ∩R (پيشامد هوا. شدن سردتر يا بارش شانس درصد ۸۰

چيست؟ بارش احتمال

P (R) = P (R ∪ C)− P (C) + P (R ∩ C) = 0.8− 0.4 + 0.1 = 0.5

قضيه:
A,B →مستقل A, B̄

اثبات:
Pr(A) = Pr(A ∩ B̄) + Pr(A ∩B) So That

Pr(A ∩B) = Pr(A)− Pr(A ∩B)

= Pr(A)− Pr(A) Pr(B)

= Pr(A)[1− Pr(B)] = Pr(A)Pr(B̄)



اول گروه كامپيوتري سيستم هاي كارايي ارزيابي ۴۶

نگيريد. اشتباه باهم را (disjoint) بودن جدا هم از و (independence) استقلال

جدا هم از و مستقل نمي توانند همزمان B و A آنگاه Pr(A) > 0,Pr(B) > 0 اگر قضيه:
باشند.
اثبات:

است تهي آن ها اشتراك يعني باشند جدا هم از B و A A:يعني ∩ B = ∅→ Pr(A ∩ B) = 0 < Pr(A)Pr(B)

ندارد. بودن جدا هم از بر دلالت استقلال مشابه طور به نيستن، مستقل B و A پس
راهنمايي: نماييد. مطالعه را داريم پيشامد ۲ از بيش كه حالتي استقلال به مربوط مباحث تمرين:

اگر: هستند مستقل C و B و  A پيشامد سه

a)Pr(A ∩ B ∩ C) = Pr(A)Pr(B)Pr(C)

b)يعني باشند مستقل هم ممكن زوج هاي :همه

Pr(A ∩B) = Pr(A)Pr(B)

Pr(A ∩ C) = Pr(A)Pr(C)

Pr(B ∩ C) = Pr(B)Pr(C)

Events

A and B are Unrelated (different experiments)

⇓
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Unconditional = Conditional
Pr{A|B} = Pr{A}

Pr{B|A} = Pr{B}

⇔
Independent are B and A
Pr{A ∩B} = Pr{A}Pr{B}

⇓

A and B are Not Disjoint
A ∩ B ̸= ∅ هم) از جدا (تعريف

Random Variables
There exist functions
g : R → R and

h : R → R such that
for all x ∈ R and y ∈ R

FXY (x, y) = g(x)h(y)

CDFs Multiply
for all x ∈ R and y ∈ R

FXY (x, y) = FX(x)FY (y)

For all A ⊂ R and B ⊂ R

Pr{X ∈ A, Y ∈ B} =

Pr{X ∈ A}Pr{Y ∈ B}

(independent events)

X and Y are Unrelated
(different experiments)

X and Y are Independent
for all x ∈ R and y ∈ R

fXY (x, y) = fX(x)fY (y)

For all functions
g : R → R and h : R → R

E[g(X)h(Y )] =

E[g(X)]E[h(Y )]

Uncorrelated
E[XY ] = E[X]E[Y ]

so Cov[X,Y ] = 0

and ρXY = 0

There exist functions
g : R → R and

h : R → R such that
for all x ∈ R and y ∈ R

fXY (x, y) = g(x)h(y)

Conditional = Unconditional
for all x ∈ R and y ∈ R

fX|Y (x|y) = fX(x)

fY |X(y|x) = fY (y)

MX+Y (t) = MX(t)MY (t)

Var[X + Y ] =

Var[X] + Var[Y ]

Random Variables
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