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 کوواریانس و همبستگی :

نفر را نشان میدهد . در مورد کوواریانس این دو متغیر  12 اینچ حسببر و قد بر حسب کیلوگرم جدول مقابل وزن مثال:

 تصادفی بحث کنید.

E[W]=62.75      E[H]=52.75   E[WH]=3355.83 

Cov(W,H)=E[WH]-E[W]E[H] =3355.83-(62.75)(52.75)=45.77 (positive correlation) 

 

64   57   3648 

 71   59   4189 

 53   49   2597 

 67   62   4154 

 55   51   2805 

 58   50   2900 

 77   55   4235 

 57   48   2736 

 56   42   2352 

 51   42   2142 

 76   61   4636 

 68   57   3876 

 

 



کوواریانس این دو متغیر تصادفی را بدست اورید . مشاهده می نمایید و قد برحسب سانتیمتر باشد  بر حسب پوند اگر وزن

. این (پوند می باشد 2.2سانتیمتر و هر کیلوگرم معادل  2.54هر اینچ معادل )وتی میشود اکه همان داده منجر به نتایج متف

 کوواریانس می باشد. مقدارکوواریانس گویاتر از  علامت ، برای کوواریانس: مثال نشان میدهد 

Cov(2.2W,2.54H)=E[2.2W*2.54H]-E[2.2W]E[2.54H] =18752.38-

(138.05)(133.99)=255.06 (positive correlation) 

 

 داریم که وابستگی به واحد داده ها نداشته باشد همبستگیبنابراین نیازمند مفهومی موسوم به 

𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑋𝜎𝑌
 

 که در ان

𝜎𝑋
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋), 

𝜎𝑌
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑌),  

 و همواره:

−1 ≤ 𝜌(𝑋, 𝑌) ≤ 1 

 

 سه مورد زیر را در نظر بگیرید. .است YوXبین  رابطه خطیهمبستگی ،معیاری برای بیان 

  و متغیرها همبسته شدید هستند وجود دارد YوXرابطه خطی بین  در دو مورد اول

𝜌(𝑋, 𝑌) =1                  → 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏,       𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒         𝑎 =
𝜎𝑌

𝜎𝑋
               همبستگی مثبت  

𝜌(𝑋, 𝑌) = −1               → 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏,       𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒       𝑎 = −
𝜎𝑌

𝜎𝑋
             همبستگی منفی 

XوY درواقع رابطه خطی بین مناه( بسته هستندXوY )وجود ندارد                            𝜌(𝑋, 𝑌) = 0  

 

 .را مشخص نمایید A,B,C,Dرا با روابط 4تا  1تمرین : ارتباط شکل های 



A. 𝜌(𝑋, 𝑌) =1 

B. 𝜌(𝑋, 𝑌) = −1 

C. 𝜌(𝑋, 𝑌) =0 

D. Other  

 

 جواب:

1-B  𝑌 = −
𝜎𝑌

𝜎𝑋
𝑋 + 𝑏 

 خطی با ضریب زاویه منفی است . به مقدار ضریب زاویه هم توجه کنید و سعی کنید ان را متوجه شوید

2-A   𝑌 =
𝜎𝑌

𝜎𝑋
𝑋 + 𝑏 

 خطی با ضریب زاویه مثبت است . به مقدار ضریب زاویه هم توجه کنید و سعی کنید ان را متوجه شوید

3- C. 𝜌(𝑋, 𝑌) =0           ( بستهمناه ) 

4- C. 𝜌(𝑋, 𝑌) =0             𝑌 = 𝑋2 

نشان میدهد با انکه  4را اندازه می گیردو شکل " خطی بودن  " همبستگیهمانطور که تاکید شد 

 با هم رابطه دارند" غیر خطی "صفر می باشد . این دو متغیر به طور  YوXکوواریانس 

 

 

 

 



.دیگر از اینکه کوواریانس صفر بیانگر استقلال نیست مثال  

اختیار میکند. متغیر  1/3با احتمال را {1,0,1-}رو خود مقادیر قلمهریک از Xتغیر تصادفی منید کفرض 

 ت زیر تعریف میکنیم:ررا به صو Yتصادفی 

 

 توزیع های حاشیه ای را بنویسیدو   صحیح است؟ YوXم تابع جرم احتمال توا کدام گزینه زیر در مورد

  

 Bجواب : 

 

 به سوال های زیر پاسخ دهید.

1.        𝐸[𝑋]       𝐸[𝑌] 

2.        𝐸[𝑋𝑌]    

3.        𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)   

 مستقل هستند؟ Yو X. ایا 4

 جواب:

1.        𝐸[𝑋] = 0       𝐸[𝑌] =
1

3
 

2.        𝐸[𝑋𝑌] =  XY                                                       ، بنابراین همواره صفر است   0

3.        𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸[𝑋𝑌] − 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌] = 0    

 مستقل هستند؟. ایا 4

𝑃[𝑌                                                           خیر = 0] =
2

3
≠ 𝑃(𝑌 = 0|𝑋 = 0) = 0 



 واریانس مجموع متغیرهای تصادفی:

 به طور کلی رابطه زیر برقرار است Yو Xبرای دو متغیر تصادفی 

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 2𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 0 

 اثبات:

 

 تعمیم فوق به صورت زیر است.

 

 اثبات:

 

 فوق در صورت استقلال متغیر ها چگونه می باشد؟ روابط
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 را نشان میدهد.  X,Y,Zمتغیر تصادفی گسسته  3توام احتمال جدول زیر توزیع 

 به سوالات زیر پاسخ دهید؟

 

 

1-   𝑃(𝑌 ≥ 5, 𝑋 = 1, 𝑍 = 1) 

 (006.) جواب: جعبه نشان داده شده در جدول

2-   𝑃(𝑍 = 𝑧|𝑋 = 𝑥) 

 راهنمایی : توزیع احتمال مربوطه را در قالب جدولی بدست اورید

3-   𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑍 = 𝑧) 

 راهنمایی : توزیع احتمال مربوطه را در قالب جدولی بدست اورید

 

𝑃(𝑋 را به حاشیه بفرستیم و به توزیع Yابتدا باید متغیر تصادفی جواب: = 𝑥, 𝑍 = 𝑚) دست پیدا کنیم 

 

𝑃(𝑋به کمک توزیع فوق میتوان به سوال هایی نظیر     = 1, 𝑍 =  است 0.184پاسخ داد که مقدار ان مطابق جدول  (1

𝑃(𝑍سپس به کمک روابط زیر توزیع های  = 𝑧|𝑋 = 𝑥)  و 𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑍 = 𝑧) را بدست اورد 

 𝑃(𝑍 = 𝑧|𝑋 = 𝑥) =
𝑃(𝑍=𝑧,𝑋=𝑥)

𝑃(𝑋=𝑥)
 

Z=0 

 

 

 

Z=1 

Z=0

Z=1 



𝑃(𝑍 = 0|𝑋 = 1) =
𝑃(𝑍 = 0, 𝑋 = 1)

𝑃(𝑋 = 1)
==

. 299

. 299 + .184
= .619 

𝑃(𝑍 = 1|𝑋 = 1) =
𝑃(𝑍 = 1, 𝑋 = 1)

𝑃(𝑋 = 1)
==

. 184

. 299 + .184
= .381 

….. 

 

 

𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑍 = 𝑧) =
𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑍 = 𝑧)

𝑃(𝑍 = 𝑧)
 

𝑃(𝑋 = 1|𝑍 = 0) =
𝑃(𝑋 = 1, 𝑍 = 0)

𝑃(𝑍 = 0)
==

. 299

. 299 + .167 + .080 + .023 + .029 + 029
=

. 299

. 627
= .477 

𝑃(𝑋 = 1|𝑍 = 1) =
𝑃(𝑋 = 1, 𝑍 = 1)

𝑃(𝑍 = 1)
==

. 184

. 184 + .086 + .040 + .040 + .000 + .023
=

. 184

. 373
= .493 

…… 

 

 

 

Z=0

Z=1 

Z=0

Z=1 .493 



 را نشان میدهد.  X,Y,Zمتغیر تصادفی گسسته  3توام احتمال جدول زیر توزیع 

 به سوالات زیر پاسخ دهید؟

 

 

1-   𝑃(𝑌 ≥ 5, 𝑋 = 1, 𝑍 = 1) 

 (006.) جواب: جعبه نشان داده شده در جدول

2-   𝑃(𝑍 = 𝑧|𝑋 = 𝑥) 

 راهنمایی : توزیع احتمال مربوطه را در قالب جدولی بدست اورید

3-   𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑍 = 𝑧) 

 راهنمایی : توزیع احتمال مربوطه را در قالب جدولی بدست اورید

Z=0 

 

 

 

Z=1 
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 درس ارزیابی کارایی

 دکتر خونساری

1400 

 اطلاعات ارسالی در اسکایپ:

1. 

𝑈1باشد که  یا نهیکم ندکسیا Nباشند. اگر  i.i.d Uniform[0.1] یتصادف یرهایاز متغ یدنباله ا ... ,U1,U2 دیمسئله : فرض کن کی + 𝑈2 +

𝑈1 + 𝑈2 + ⋯ + 𝑈𝑁 ≤ است که ابهام  نیسوال ها ا نیهست. منظور من از ا تننتریسوال ها در ا نی. جواب ادیرا حساب کنE[N] .. vباشد.  1 

ان را به  تواندیکند م یم دایآر پ ایو  تونیجالب به همرا کد پا یلیراه حل خ یبا ان مواجه هستند را به شما گوشزد کنم. اگر کس مولامع انیکه دانشجو ییها

 .اشتراک بگذارد

2. 

 یحد مرکز هیبالا قض نکیگاما و ... . اما در ل ای، ارلانگ و  یینما  ی/ جمع تعداد ی، دوجمله ا یبرنول یاست جمع تعداد یبحث جالب یتصادف یرهایجمع متغ

کمال دقت را داشته  رمورد فوق الذک یباشد. به تفاوت مفهوم یذکر شده نرمال م شیبا آرا ید یآ یآ یتصادف یها ریجمع متغ دهدیشده که نشان م انیب

به  ییاز جمع مثلا نما عتریسر یلیخ کنواختی یتصادف یها ریکه در جمع متغ دی. مخصوصا دقت کندیآر را بزن ایو  تونیدرک بهتر کد پا یبرا دیکن یع. سدیباش

 .دیرا متوجه شو ییتفاوت در نرخ همگرا نیعلت ا دیکن یشوند. سع ینرمال همگرا م

 و .. یینما ییدوتا ینرمال برنول یها عیتوز تونیآدرس کد پا

qcGn3BhWCPktXr?usp=sharing-https://colab.research.google.com/drive/1o73Zrf5G9SVUFW2UY 

3. 

Tail of distribution is P(X>x). For some distributions (light tailed) such as expected it decays fast. for some 

distributions (long tailed, heavy tailed) such as Pareto it decays slowly. So, for heavy tailed you see big 

values in the support of distr. many times and you couldn’t ignore such values. 

4. 

https://demonstrations.wolfram.com/IllustratingTheCentralLimitTheoremWithSumsOfUniformAndExpo

ne/#popup1 

5. 

 :ا فراموش کرده اندر یاضیکه ر یانیدانشجو یبرا

https://amsi.org.au/ESA_Senior_Years/PDF/ 

6. 

The distribution of max and min of independent RVs 

 

Let 𝑋1. 𝑋2. … . 𝑋𝑛 be independent random variables 

(distribution functions 𝐹𝑖(𝑥) and tail distributions 𝐺𝑖(𝑥).  𝑖 =  1. … . 𝑛) 

https://colab.research.google.com/drive/1o73Zrf5G9SVUFW2UY-qcGn3BhWCPktXr?usp=sharing
https://demonstrations.wolfram.com/IllustratingTheCentralLimitTheoremWithSumsOfUniformAndExpone/#popup1
https://demonstrations.wolfram.com/IllustratingTheCentralLimitTheoremWithSumsOfUniformAndExpone/#popup1
https://amsi.org.au/ESA_Senior_Years/PDF/


 

Distribution of the maximum 

𝑃{𝑚𝑎𝑥( 𝑋1 . 𝑋2 . … . 𝑋𝑛 ) ≤  𝑥} =  𝑃{𝑋1  ≤  𝑥. … . 𝑋𝑛  ≤  𝑥} 
=  𝑃{𝑋1  ≤  𝑥} · · · 𝑃{𝑋𝑛  ≤  𝑥}(𝑖𝑛𝑑𝑒𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑐𝑒!) 

=  𝐹1. … . 𝐹𝑛 

 

Distribution of the minimum 

P{min(X1 . X2 . … . Xn ) >  x} =  P{X1  >  x. … . Xn  >  x} 

=  P{X1 >  x} · · · P{ Xn >  x}(independence!) 

=  G1 (x)  · · · Gn (x) 
 

خواهند بود  کسیا  یمساو-ها هم کمتر ریهمه متغ یعنیباشد  کسیا یمساو-کمتر  ممیماکز میاگر بخواه یعنی:  دیفکر کن عیبه خود تابع توز ممیماکز یبرا

 یعنیباشد  کسیبزرگتر از ا ممینیو اگر م دیفکر کن عیزبه مکمل تو ممین یم یحاصلضرب احتمالات است و برا یو به علت استقلال، احتمالا ت توام، مساو

 .هستند حیخواهند بود و روابط فوق صح Xهمه بزرگتر از 

 احتمال است؟ CDFسوال : چرا 

 

 لینک های ارسالی در گروه:

https://towardsdatascience.com/sum-of-exponential-random-variables-b023b61f0c0f 

https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/applets/gamma.html 

look at other distributions and try to play with parameters of each distribution and change the random 

variable in the support (range) of each distribution 

https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/ 

http://www.statisticalengineering.com/sums_of_random_variables.htm 

https://stats.libretexts.org/Bookshelves/Probability_Theory/Book%3A_Introductory_Probability_(Grinst

ead_and_Snell)/07%3A_Sums_of_Random_Variables/7.02%3A_Sums_of_Continuous_Random_Variable

s 

https://www.probabilitycourse.com/chapter10/10_1_0_basic_concepts.php 

https://www.geeksforgeeks.org/python-numpy-np-multinomial-method/ 

https://www.geeksforgeeks.org/sympy-stats-multinomial-function-in-python/ 

https://www.probabilitycourse.com/chapter5/5_2_5_solved_prob.php 

 

 

 

https://towardsdatascience.com/sum-of-exponential-random-variables-b023b61f0c0f
https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/applets/gamma.html
https://homepage.divms.uiowa.edu/~mbognar/
http://www.statisticalengineering.com/sums_of_random_variables.htm
https://stats.libretexts.org/Bookshelves/Probability_Theory/Book%3A_Introductory_Probability_(Grinstead_and_Snell)/07%3A_Sums_of_Random_Variables/7.02%3A_Sums_of_Continuous_Random_Variables
https://stats.libretexts.org/Bookshelves/Probability_Theory/Book%3A_Introductory_Probability_(Grinstead_and_Snell)/07%3A_Sums_of_Random_Variables/7.02%3A_Sums_of_Continuous_Random_Variables
https://stats.libretexts.org/Bookshelves/Probability_Theory/Book%3A_Introductory_Probability_(Grinstead_and_Snell)/07%3A_Sums_of_Random_Variables/7.02%3A_Sums_of_Continuous_Random_Variables
https://www.probabilitycourse.com/chapter10/10_1_0_basic_concepts.php
https://www.geeksforgeeks.org/python-numpy-np-multinomial-method/
https://www.geeksforgeeks.org/sympy-stats-multinomial-function-in-python/
https://www.probabilitycourse.com/chapter5/5_2_5_solved_prob.php

