
است.    [5..0]فرض کنید اعداد تصادفی زیر، نمونه هایی از یک تابع توزیع باشند. دامنه این اعداد تصادفی بازه اعداد حقیقی    -1

   نمره( 2)  را برای اعداد صحیح بدست آورید. 𝐹𝑋(𝑥)تابع 

3.5  ،2.1  ،0.25 ،4.3 ،4.9 ،0.7 ،1.5 ،3.9 ،1.7 ،2.01 

 جواب:

 بازه تعداد 

2 1-0 

2 2-1 

2 3-2 

2 4-3 

2 5-4 

 

 بنابراین  

𝐹𝑋(𝑥) =

{
 
 

 
 
 0.2             0 ≤ 𝑥 ≤ 1 
0.4             1 ≤ 𝑥 ≤ 2
0.6             2 ≤ 𝑥 ≤ 3
0.8              3 ≤ 𝑥 ≤ 4
  1               4 ≤ 𝑥 ≤ 5

 

  

 



داده های زیر تعداد تماس ها در یک مرکز تلفن در ساعت های مختلف مربوط به پنج روز دوشنبه را نشان می دهد. به نظر شما    -2

 نمره(  4)بعدازظهر از چه توزیعی تبعیت می کند؟ مدل آن را بدست آورید.  4صبح تا  8فرآیند تماس ها بین ساعت 

16-15 15-14 14-13 13-12 12-11 11-10 9-10 9-8  

 دوشنبه اول 27 37 58 68 65 33 37 21

 دوشنبه دوم  27 35 67 93 74 42 39 21

 دوشنبه سوم  25 39 58 75 82 34 46 19

14 49 51 62 75 48 42 18 
دوشنبه 

 چهارم

 دوشنبه پنجم 29 42 65 88 70 43 45 22

 



  218 ± 32آن       WIPدرصد میانگین    90بار انجام شده است )دوباره سازی( و با اطمینان    25شبیه سازی خط تولید یک محصول    -3

را بدست آورید.  WIPمیانگین  percentileامین  85باشد، چیست؟  350کمتر از   WIPبدست آمده است. احتمال آنکه میانگین 

 نمره(  2)

 جواب: 

𝑆 =
𝐻√𝑅

𝑡0.05,24
=
32√25

1.71
= 93 

 

𝑃(𝑌𝑖∙̅ ≤ 350) ≈ 𝑃 (𝑧 ≤
350 − 218

93
) = 𝑃(𝑧 ≤ 1.42) = 0.92 

 

𝜃 ≅ 𝑌∙∙̅ + 𝑧0.85 × 𝑠 = 218 + 1.04 × 93 = 315 

 

 

 



دوره زمانی، روند مدت زمان تولید یک محصول و مقدار تقاضا برای آن را مشاهده کرده و داده های    10فرض کنید در مدت    -4

 نمره(  6)زیر را بدست آورده ایم. 

 مدت زمان تولید محصول برحسب واحد زمان  تعداد تقاضا

85 4.2 

101 6.9 

95 5.9 

118 7 

102 6.8 

114 7 

104 5.9 

111 7.2 

90 4.3 

98 6.5 

 

 مقدار تصادفی دیگر که با مقادیر فوق هم توزیع باشند را تولید کنید.   2پس از بررسی عملکرد مقادیر فوق،  

 جواب:

 



 انجام شده است و داده هایی به صورت زیر گرداوری شده اند.  𝑇𝐸1به مدت   ، هر بار شبیه سازی بار دو -5

𝑦1𝑖}الف(  :   𝑖 ∈ [1,… , 𝑛1]} 

𝑦1(𝑡):   0}ب(  ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝐸1} 

 نمره(  2) و نیم بازه اطمینان را حساب کنید.  ∙Y̅1 برای هر دو حالت، 

 جواب:

 الف( 

𝑌̅1∙ =
1

𝑛1
∑𝑌1𝑖

𝑛1

𝑖=1

 

𝑆1∙
2 =

1

𝑛1 − 1
∑(𝑌1𝑖 − 𝑌̅1∙)

2

𝑛1

𝑖=1

 

𝐻1 =
𝑡𝛼
2
,𝑛1−1

𝑆1∙

√𝑛1
 

 ب( 

𝑌̅1∙ =
1

𝑇𝐸1
∫ 𝑌1(𝑡)𝑑𝑡
𝑇𝐸1

0

 

𝑆1∙
2 =

1

𝑇𝐸1
∫ (𝑌1(𝑡) − 𝑌̅1∙)

2𝑑𝑡
𝑇𝐸1

0

 

𝐻1 =
𝑧𝛼
2
 𝑆1∙

√𝑇𝐸1
 

 

 



 ثانیه در نظر بگیرید.   20تا   0یک سیستم صف تک سروری را از زمان  -6

 ثانیه سرویس دارد. 5وارد سیستم شده و درخواست   1مشتری اول در ثانیه  •

 ثانیه سرویس دارد. 2وارد سیستم شده و درخواست  1مشتری دوم در ثانیه  •

 ثانیه سرویس دارد. 3وارد سیستم شده و درخواست   2مشتری اول در ثانیه  •

 ثانیه سرویس دارد. 6وارد سیستم شده و درخواست  12مشتری اول در ثانیه  •

مقادیر گذردهی، مجموع زمان کار سرور، میانگین زمان سرویس، بهره وری، میانگین زمان انتظار در سیستم و میانگین طول صف  

 نمره( 3) را بدست آورید. نمودار تعداد مشتری در سیستم را بر حسب زمان رسم کنید. 

 جواب:

 

 

𝑡ℎ𝑟𝑜𝑢𝑔ℎ𝑝𝑢𝑡 =
𝑛𝑜. 𝑜𝑓 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟𝑠

𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑠𝑒𝑟𝑣𝑖𝑐𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒
=
4

20
= 0.2          

𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟

𝑠𝑒𝑐
 

 

𝐵𝑢𝑠𝑦 𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑 = 16 𝑠𝑒𝑐 

𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑠𝑒𝑟𝑣𝑖𝑐𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒 =
𝑏𝑢𝑠𝑦 𝑝𝑒𝑟𝑖𝑜𝑑

𝑛𝑜. 𝑜𝑓 𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟𝑠
=
16

4
= 4            

𝑠𝑒𝑐

𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟
 

 

𝑢𝑡𝑖𝑙𝑖𝑧𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 =
16

20
= 0.8 

𝑤𝑎𝑖𝑡𝑖𝑛𝑔 𝑖𝑛 𝑠𝑦𝑠𝑡𝑒𝑚 =
27

4
= 6.75   𝑠𝑒𝑐 

 

𝑚𝑒𝑎𝑛 𝑜𝑓 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ 𝑞𝑢𝑒𝑢𝑒 =
27

20
= 1.35        𝑐𝑢𝑠𝑡𝑜𝑚𝑒𝑟 



سرور هستید. شما هر روز صبح می بایست سرور ها را چک نمایید. احتمال اینکه   3فرض کنید شما مسئول بررسی عملکرد  -7

درصد می باشد. خرابی سرورها به همدیگر وابسته نمی باشند. برنامه ای بنویسد که این   10هر یک از سرورها دچار خرابی شوند، 

 نمره(  3)زیر را ارائه نماید.  یسیستم را شبیه سازی نموده و خروجی ها

𝑖سرور به ازای   𝑖الف( احتمال خرابی   = 0,1,2,3  

 هر روزتعداد سرورهای خراب و واریانس ب( میانگین 

 جواب:

#include <stdio.h> 
double rand_val(void); 
void main(void) 
{ 
int total, i, s1, s2, s3, sum, count[4]; 
total = 1000000; 
count[0] = count[1] = count[2] = count[3] = 0; 
 for (i=0; i<total; i++) 
 { 
  sum = s1 = s2 = s3 = 0; 
  if (rand_val() < 0.10) s1 = 1; 
  if (rand_val() < 0.10) s2 = 1; 
  if (rand_val() < 0.10) s3 = 1; 
  sum = s1 + s2 + s3; 
  count[sum]++; 
 } 
printf("Pr[0 down] = %f \n", (double) count[0] / total); 
printf("Pr[1 down] = %f \n", (double) count[1] / total); 
printf("Pr[2 down] = %f \n", (double) count[2] / total); 
printf("Pr[3 down] = %f \n", (double) count[3] / total); 
} 
 
 
The output from this program is: 
Pr[0 down] = 0.729539 
Pr[1 down] = 0.242726 
Pr[2 down] = 0.026753 
Pr[3 down] = 0.000982 
 

 موفق باشید



 



بستهای وارد   p=0.09( بسته ها به یک گره مخابراتی بنا بر توزیع برنولی وارد می شوند ) یعنی در هر اسلات با احتمال 1سوال 

را بدست اورید.  [1,80]بسته در بازه  12،[1,40]بسته در بازه 6،   [1,20]بسته در بازه  3می شود (. الف ( احتمال توام ورود 

 )تعداد ورود در هر بازه از داده های فوق قابل محاسبه است ( 

بسته را داشته باشد و در موقع پر شدن بافر بسته ها حذف شوند ، احتمال انکه یک و یا   1000ب( اگر بافر ورودی گره ظرفیت 

 حذف شود را بدست اورید؟ n=10,000بیشتر از یک بسته در بازه زمانی 

 ج.اب 

 

 

 



 

 رخ دهند ، این ورودها به طور یکنواخت در طول بازه توزیع شده اند  Tورود در بازه  n( اتبات کنید در فرایند پواسن اگر  2سوال 

 

 جواب: 

 



 



 

 



 بخش دوم                                                                                                             

 به کار رفته است؟  مفاهیم در اثبات زیر کدام  -1

𝐸[𝑊𝑖] = 𝐸[𝑅𝑖] + 𝐸[𝑋]𝐸{𝑁𝑖] = 𝑅 +
𝑁𝑄
𝜇

 

 جواب : 

 امید تعدادی متغیر تصادفی 

 

 pasta: From E[ni] to NQ  

little 

 .را توضيح دهيدPASTAقاعده  -2

 در شبيه سازي چيست و چگونه محاسبه مي شود؟  Confidence intervalکاربرد  -3

 در شبيه سازي:   collection of dataدر فاز  -4

a. Steady state   چيست ؟ 

b.  ایراد استفاده از داده هاي فازwarm-up چيست؟ 

 ، چهار نکته بسيار مهم (  3نکته بسيار مهم و اسلاید    2فقط  2و1مطالب بيان شده در اسلایدهاي زیر را بنویسيد )اسلاید  -5

 اسلاید اول: 

 
 اسلاید دوم:



 
 اسلاید سوم: 

 
 با شرایط زیر به سوالات پاسخ دهيد:  hitchhike paradoxدر مساله  -6

 ماشين ها بر طبق توزیع پواسن در حال عبور از یک نقطه هستند.  -1

 دقيقه است.  10متوسط فاصله زماني بين ماشين ها  -2

 در یک زمان تصادفي در کنار جاده مي ایستد.  hitchhikerهر  -3

 الف( متوسط زمان انتظار تا آمدن ماشين بعدي چقدر است؟ 

 ب( تناقض موجود در این مساله را بيان کنيد. ) با استفاده از نمودار و فرمول ریاضي( 

 



 شکل هاي زیر چه مطلبي را بيان ميکنند؟  -7

 

 موفق باشيد  

 



 

بسته در دقیقه وارد لینک واسط این شبکه با سایر شبکه ها   45بسته های ارسالی به یک شبکه، با توزیع پوآسن و میانگین نرخ : 10سوال 

بیت در ثانیه، طول هر   2400کاراکتر می باشد. )ظرفیت این لینک  240می شوند. طول بسته ها متغییر و دارای توزیع نمایی با میانگین 

 بافر شبکه بینهایت می باشد(. مطلوب است: بیت و طول  8کاراکتر 

 

 الف( میانگین تعداد بسته های موجود در سیستم

 ب( میانگین زمانی که یک بسته در سیستم سپری می نماید

 ج( میانگین طول صف

 د( میانگین زمان انتظار در صف 

  

 جواب:

 

 مدل می نماییم.   M/M/1سیستم را به صورت یک صف 

λ = 45   
packets

min
  = 0.75    

packets

sec
  

 میانگین نرخ سرویس نیز برابر است با:

μ =
2400

240 × 8
= 1.25  

packets

sec
 

 و مقدار بهره وری: 

ρ =
λ

μ
=
0.75

1.25
= 0.6 

 

 الف( میانگین تعداد بسته های موجود در سیستم

N̅ =
ρ

1 − ρ
=
3

2
      packets 



 

 ب( میانگین زمانی که یک بسته در سیستم سپری می نماید

 

 مطابق با قانون لیتل داریم: 

T =
N̅

λ
=
1.5

0.75
= 2      sec 

 

 ج( میانگین طول صف

 

NQ = N̅ − ρ = 1.5 − 0.6 = 0.9    packets 

 

 د( میانگین زمان انتظار در صف 

 

 مطابق قانون لیتل:

W =
NQ

λ
=
0.9

0.75
= 1.2      sec 

 

 



دلار برنده شود،    8دلار پول دارد و می خواهد در یک شرط بندی شرکت کند. اگر او    3یک زندانی    -  3سوال  

بازنده می شود. در شرایط زیر احتمال   0.6برنده و با احتمال    0.4آزاد می شود. او در هر بار شرط بندی با احتمال  

لش را از دست بدهد را بدست آورید. بدیهی است که دلار برنده شود قبل از اینکه تمام پو  8اینکه این زندانی  

 اگر زندانی تمام پولش را از دست بدهد، دیگر نمی تواند به شرط بندی ادامه دهد.

 دلار شرط بندی کند  1الف( در هر بازی، زندانی فقط 

 جواب: 

 مقدار پول زندانی در هر مرحله را حالت زنجیره مارکوف درنظر می گیریم: 

 

نشان می دهیم.   P(i)برسد، را با  0ام برسد قبل از اینکه به حالت  8ام به حالت  iاحتمال اینکه زندانی از حالت 

 بنابراین داریم: 

𝑃(𝑖) = 0.4 × 𝑃(𝑖 + 1) + 0.6 × 𝑃(𝑖 − 1) 

𝑝(0) = 0 

𝑝(8) = 1 

 با حل معادلات خواهیم داشت: 

𝑃(3) = 0.096 

دلار داشته   5دلار شرط بندی نماید. یعنی اگر زندانی    8ب( در هر بازی، زندانی به میزان لازم تا برنده شدن  

 دلار شرط بندی نماید.  3باشد، 

 جواب: 

 زنجیره در این حالت به صورت زیر خواهد بود: 



 

 

 معادلات به صورت زیر خواهد بود:

𝑃(3) = 0.4 𝑃(6) 

𝑃(6) = 0.4 𝑃(8) + 0.6 𝑃(4) 

𝑃(4) = 0.4 𝑃(8) 

𝑃(0) = 0 

𝑃(8) = 1 

 و داریم:

𝑃(3) = 0.256 

 



بسته در دقیقه وارد لینک واسط این    45بسته های ارسالی به یک شبکه، با توزیع پوآسن و میانگین نرخ    -4سوال  

 کاراکتر می باشد.   240شبکه با سایر شبکه ها می شوند. طول بسته ها متغییر و دارای توزیع نمایی با میانگین  

بیت و طول بافر شبکه بینهایت می باشد(. مطلوب   8بیت در ثانیه، طول هر کاراکتر    2400)ظرفیت این لینک  

 است:

 جواب: 

 مدل می نماییم.   M/M/1سیستم را به صورت یک صف 

𝜆 = 45   
𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡𝑠

𝑚𝑖𝑛
  = 0.75    

𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡𝑠

𝑠𝑒𝑐
  

 میانگین نرخ سرویس نیز برابر است با:

𝜇 =
2400

240 × 8
= 1.25  

𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡𝑠

𝑠𝑒𝑐
 

 و مقدار بهره وری: 

𝜌 =
𝜆

𝜇
=
0.75

1.25
= 0.6 

 

 الف( میانگین تعداد بسته های موجود در سیستم

 جواب: 

𝑁 =
𝜌

1 − 𝜌
=
3

2
      𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡𝑠 

 

 ب( میانگین زمانی که یک بسته در سیستم سپری می نماید



 جواب: 

 مطابق با قانون لیتل داریم:

𝑇 =
𝑁

𝜆
=
1.5

0.75
= 2      𝑠𝑒𝑐 

 ج( میانگین طول صف 

 جواب: 

𝑁𝑄 = 𝑁 − 𝜌 = 1.5 − 0.6 = 0.9    𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡𝑠 

 

 د( میانگین زمان انتظار در صف

 جواب: 

 مطابق قانون لیتل: 

𝑊 =
𝑁𝑄
𝜆
=
0.9

0.75
= 1.2      𝑠𝑒𝑐 

 

 بسته یا بیشتر در صف موجود باشند  6ه( احتمال اینکه 

 جواب: 

𝑃(𝑁𝑄 ≥ 6) = 𝑃(𝑁 ≥ 7) = 1 − 𝑃(𝑁 ≤ 6) = 1 −∑𝜌𝑛(1 − 𝜌)

6

𝑛=0

= 𝜌7 = 0.028 

 



بار در سال می باشد. خرابی های   2نرخ خرابی یک سرور دیتابیس،  دارای توزیع پوآسن با میانگین    -5سوال  

درصد رخ می دهد. زمان  70درصد و نوع دوم با احتمال  30نوع می باشد. نوع اول با احتمال  2رخ داده دارای 

با می 1انگین  صرف شده برای رفع هر دو نوع خرابی، دارای توزیع نمایی و به ترتیب 

10
1و    

15
سال می باشد.   

 مطلوب است:

 جواب: 

 زنجیره مارکوف زیر، مدلی برای سیستم تعریف شده می باشد:

 

 حالت صفر: دیتابیس بدون اشکال در حال کار کردن می باشد

 : دیتابیس به علت خطای نوع اول از کار افتاده است.1حالت 

 : دیتابیس به علت خطای نوع دوم از کار افتاده است2حالت 

 ماتریس نرخ گذر  به صورت زیر خواهد بود:

𝑄 = [
−2 0.6 1.4
10 −10 0
15 0 −15

] 

𝜋𝑄با حل معادله   =  ، خواهیم داشت:0

𝜋 = (𝜋0, 𝜋1, 𝜋2) = (
150

173
,
9

173
,
14

173
) 

 



 الف( چند درصد از اوقات دیتابیس به علت خرابی نوع دوم، از دسترس خارج است.

 جواب: 

𝜋2 =
14

173
 

 

 ب( چند درصد از اوقات دیتابیس، به درستی کار می کند. 

 جواب: 

𝜋0 =
150

173
 

 



نفر در صف و جلوتر از شما باشند و یک باجه سرویس   nفرض کنید وارد یک بانک شده اید. اگر    -6سوال  

 (، میانگین زمان انتظار شما، چقدر خواهد بود؟ 𝜇دهی موجود باشد )سرویس نمایی با نرخ  

 جواب: 

مشتری در حال دریافت سرویس را در نظر    1مشتری در صف و    nدر این حالت باید میانگین زمان سرویس  

1مشتری درون صف، همگی دارای سرویسی با میانگین    nگرفت.  

𝜇
می باشند. مشتری در حال سرویس نیز، با   

1توجه به خاصیت بدون حافظه بودن توزیع نمایی، زمان سرویسی معادل با سایرین یعنی  

𝜇
خواهد داشت. پس    

 میانگین زمان انتظار ما خواهد بود: 

𝐸(𝑇𝑛+1) =
𝑛 + 1

𝜇
 

 



 زنجیره مارکوف همگن زیر را در نظر بگیرید:  - 7سوال 

 

 الف( ماتریس حالت گذر را بدست آورید. 

 جواب: 

𝑃 = (
0 1 − 𝑝 𝑝
1 0 0
0 𝑞 1 − 𝑞

) 

 

 خواهد بود؟ aperiodicو  irreducibleب( تحت چه شرایطی، زنجیره مورد بحث 

 جواب: 

از حالت    2و 1باشد، حالت های    q=0غیرقابل دسترس خواهد بود. اگر  2و   1از هر دو حالت   3باشد، حالت    p=0اگر  

 نخواهد بود. irreducibleغیرقابل دسترس خواهند بود. در هر دو حالت گفته شد، زنجیره  3

 خواهد بود.   3باشد، آنگاه زنجیره مارکوف پریودیک با دوره  q=1و  p=1اگر 

 خواهد بود.   aperiodicو  irreducibleدر سایر موارد، زنجیره 

 

 ج( بردار احتمال حالت پایدار را بدست آورید. 

 جواب: 

𝜋در حالت تعادل داریم:  = 𝜋𝑃بنابراین . 

{

𝜋1 = 𝜋2
𝜋2 = (1 − 𝑝)𝜋1 + 𝑞𝜋3
𝜋3 = 𝑝𝜋1 + (1 − 𝑞)𝜋3

 

𝜋1به همراه معادله  + 𝜋2 + 𝜋3 =  بدست می دهد:  1



 

𝜋 = [𝜋1, 𝜋2, 𝜋3] = [
𝑞

𝑝 + 2𝑞
,

𝑞

𝑝 + 2𝑞
,

𝑝

𝑝 + 2𝑞
] 

 

 را بدست آورید.   2د( میانگین زمان بازگشت برای حالت 

 جواب:

𝐸[𝑟𝑒𝑐𝑢𝑟𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒 𝑡𝑖𝑚𝑒 𝑡𝑜 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑒 2] =
1

𝜋2
=
𝑝

𝑞
+ 2 

 



که همان تعداد مشتری در   k، ورودی ها با توجه به حالت سیستم  (discouraged arrival)مرگ با ورودی دلسرد –در یک صف تولد -

 سیستم است به نحو زیر وارد می شوند. 

  

 راندمان )درصد مشغول بودن سرور( و میانگین را بدست اورید.  برای این صف توزیع پایدار مشتری در سیستم و

 جواب : 
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 کوواریانس و همبستگی : 

نفر را نشان میدهد . در مورد کوواریانس این دو متغیر  12 اینچ حسببر و قد بر حسب کیلوگرم جدول مقابل وزن مثال:

 تصادفی بحث کنید. 

E[W]=62.75      E[H]=52.75   E[WH]=3355.83 

Cov(W,H)=E[WH]-E[W]E[H] =3355.83-(62.75)(52.75)=45.77 (positive correlation) 

 

64   57   3648 

 71   59   4189 

 53   49   2597 

 67   62   4154 

 55   51   2805 

 58   50   2900 

 77   55   4235 

 57   48   2736 

 56   42   2352 

 51   42   2142 

 76   61   4636 

 68   57   3876 

 

 



و قد برحسب سانتیمتر باشد کوواریانس این دو متغیر تصادفی را بدست اورید . مشاهده می نمایید  بر حسب پوند اگر وزن

. این (پوند می باشد 2.2سانتیمتر و هر کیلوگرم معادل  2.54هر اینچ معادل )وتی میشود ا که همان داده منجر به نتایج متف 

 کوواریانس می باشد. مقدارکوواریانس گویاتر از  علامت  ، برای کوواریانس: مثال نشان میدهد 

Cov(2.2W,2.54H)=E[2.2W*2.54H]-E[2.2W]E[2.54H] =18752.38-

(138.05)(133.99)=255.06 (positive correlation) 

 

 داریم که وابستگی به واحد داده ها نداشته باشد همبستگیبنابراین نیازمند مفهومی موسوم به 

𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)

𝜎𝑋𝜎𝑌
 

 که در ان

𝜎𝑋
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑋), 

𝜎𝑌
2 = 𝑉𝑎𝑟(𝑌),  

 و همواره: 

−1 ≤ 𝜌(𝑋, 𝑌) ≤ 1 

 

 سه مورد زیر را در نظر بگیرید.  .است Yو Xبین  رابطه خطی همبستگی ،معیاری برای بیان  

 وجود دارد و متغیرها همبسته شدید هستند   YوXدر دو مورد اول رابطه خطی بین 

𝜌(𝑋, 𝑌) =1                  → 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏,       𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒         𝑎 =
𝜎𝑌

𝜎𝑋
همبستگی مثبت                   

𝜌(𝑋, 𝑌) = −1               → 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏,       𝑤ℎ𝑒𝑟𝑒       𝑎 = −
𝜎𝑌

𝜎𝑋
  همبستگی منفی             

XوY درواقع رابطه خطی بین مناه( بسته هستندXوY )وجود ندارد                              𝜌(𝑋, 𝑌) = 0  

 

 . را مشخص نمایید A,B,C,Dرا با روابط  4تا  1تمرین : ارتباط شکل های 



A. 𝜌(𝑋, 𝑌) =1 

B. 𝜌(𝑋, 𝑌) = −1 

C. 𝜌(𝑋, 𝑌) =0 

D. Other  

 

 جواب: 

1-B  𝑌 = −
𝜎𝑌

𝜎𝑋
𝑋 + 𝑏 

 خطی با ضریب زاویه منفی است . به مقدار ضریب زاویه هم توجه کنید و سعی کنید ان را متوجه شوید 

2-A   𝑌 =
𝜎𝑌

𝜎𝑋
𝑋 + 𝑏 

 خطی با ضریب زاویه مثبت است . به مقدار ضریب زاویه هم توجه کنید و سعی کنید ان را متوجه شوید 

3- C. 𝜌(𝑋, 𝑌) =0           ( بستهمناه ) 

4- C. 𝜌(𝑋, 𝑌) =0             𝑌 = 𝑋2 

نشان میدهد با انکه   4را اندازه می گیردو شکل " خطی بودن  " همبستگیهمانطور که تاکید شد 

 با هم رابطه دارند " غیر خطی "صفر می باشد . این دو متغیر به طور  Yو Xکوواریانس 

 

 

 

 



. دیگر از اینکه کوواریانس صفر بیانگر استقلال نیست مثال  

اختیار میکند. متغیر   1/3را با احتمال  {1,0,1-}هریک ازمقادیر قلمرو خود  Xفرض کنید متغیر تصادفی 

 ت زیر تعریف میکنیم: ررا به صو   Yتصادفی 

 

 توزیع های حاشیه ای را بنویسید و   صحیح است؟  YوXتابع جرم احتمال توام  کدام گزینه زیر در مورد

  

 Bجواب : 

 

 به سوال های زیر پاسخ دهید. 

1.        𝐸[𝑋]       𝐸[𝑌] 

2.        𝐸[𝑋𝑌]    

3.        𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌)   

 مستقل هستند؟  Yو  X. ایا 4

 جواب: 

1.        𝐸[𝑋] = 0       𝐸[𝑌] =
1

3
 

2.        𝐸[𝑋𝑌] =  XY                                                       ، بنابراینهمواره صفر است    0

3.        𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸[𝑋𝑌] − 𝐸[𝑋]𝐸[𝑌] = 0    

 . ایا مستقل هستند؟4

𝑃[𝑌                                                            خیر = 0] =
2

3
≠ 𝑃(𝑌 = 0|𝑋 = 0) = 0 



 واریانس مجموع متغیرهای تصادفی: 

 به طور کلی رابطه زیر برقرار است  Yو Xبرای دو متغیر تصادفی  

𝑉𝑎𝑟(𝑋 + 𝑌) = 𝑉𝑎𝑟(𝑋) + 2𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) + 𝑉𝑎𝑟(𝑌) = 0 

 اثبات: 

 

 تعمیم فوق به صورت زیر است. 

 

 اثبات: 

 

 روابط فوق در صورت استقلال متغیر ها چگونه می باشد؟ 

 

 



 را نشان میدهد.   X,Y,Zمتغیر تصادفی گسسته  3توام احتمال جدول زیر توزیع 

 به سوالات زیر پاسخ دهید؟

 

 

1-   𝑃(𝑌 ≥ 5, 𝑋 = 1, 𝑍 = 1) 

 (006.جواب: جعبه نشان داده شده در جدول ) 

2-   𝑃(𝑍 = 𝑧|𝑋 = 𝑥) 

 راهنمایی : توزیع احتمال مربوطه را در قالب جدولی بدست اورید 

3-   𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑍 = 𝑧) 

 راهنمایی : توزیع احتمال مربوطه را در قالب جدولی بدست اورید 

 

𝑃(𝑋 را به حاشیه بفرستیم و به توزیع  Yابتدا باید متغیر تصادفی جواب: = 𝑥, 𝑍 = 𝑚)  دست پیدا کنیم 

 

𝑃(𝑋به کمک توزیع فوق میتوان به سوال هایی نظیر      = 1, 𝑍 =  است  0.184پاسخ داد که مقدار ان مطابق جدول  (1

𝑃(𝑍سپس به کمک روابط زیر توزیع های   = 𝑧|𝑋 = 𝑥)   و 𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑍 = 𝑧)  را بدست اورد 

 𝑃(𝑍 = 𝑧|𝑋 = 𝑥) =
𝑃(𝑍=𝑧,𝑋=𝑥)

𝑃(𝑋=𝑥)
 

Z=0 

 

 

 

Z=1 

Z=0

Z=1 



𝑃(𝑍 = 0|𝑋 = 1) =
𝑃(𝑍 = 0, 𝑋 = 1)

𝑃(𝑋 = 1)
==

. 299

. 299 + .184
= .619 

𝑃(𝑍 = 1|𝑋 = 1) =
𝑃(𝑍 = 1, 𝑋 = 1)

𝑃(𝑋 = 1)
==

. 184

. 299 + .184
= .381 

….. 

 

 

𝑃(𝑋 = 𝑥|𝑍 = 𝑧) =
𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝑍 = 𝑧)

𝑃(𝑍 = 𝑧)
 

𝑃(𝑋 = 1|𝑍 = 0) =
𝑃(𝑋 = 1, 𝑍 = 0)

𝑃(𝑍 = 0)
==

. 299

. 299 + .167 + .080 + .023 + .029 + 029
=

. 299

. 627
= .477 

𝑃(𝑋 = 1|𝑍 = 1) =
𝑃(𝑋 = 1, 𝑍 = 1)

𝑃(𝑍 = 1)
==

. 184

. 184 + .086 + .040 + .040 + .000 + .023
=

. 184

. 373
= .493 

…… 

 

 

 

Z=0

Z=1 

Z=0

Z=1 .493 


